1

HelsinkiUniversityofTechnology

LaboratoryofTelecommunicationsTechnology

S-38.211 Signaalinkäsittely tietoliikenteessä I

Sign al Processing in Communications (2 ov)

Syksy 1998

6. Luento: Adaptiiviset korjaimet I

prof. TimoLaaks o

Vastaanotto torstaisin klo10-11

Huone G210, puh. 451 2473

Sähköposti: timo.laakso@hut.fi

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 2

______________________________________________________________________________________________________________________________________

Adaptiivinen FI R-korjain (LM 11)

u Viimeksi tarka steltiin ideaalisenkorjaimen z -siirtofunktiota.

Z-siirtofunktion kompleksisuuttaei rajoitettu,ja se oli yleensä

paitsi rekursiivista muotoa myös ääre tön aste luvultaan.

u Seuraavassa rajoitutaan äärellisen pituiseenFIR-korjaimeen .

Ensinjohdetaa nmatriisinotaation avulla ideaalinen MMSE-

ratkaisu . Tämän pohjalta kehitetään gradienttityyppine n

iteratiivinen ratkaisumenetelmä matriisiyhtälölle joka

yksinkertaistuu aikanaan kä yttökelpois eksi LMS (least mean

square)-adaptointi-algoritmiksi .

u LMS-algoritmi onpohjana us eimmille käytännön lineaarisille

ja takaisinkytketyille (DFE-)korjaimille.

2

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 3

______________________________________________________________________________________________________________________________________

Adaptiivisen korjaimen rakenne

Receive filter

Adaptive FIR equalizer

Received

signal

e

k

Training signal

generator

Decisions

Error -

+

u Adaptiivisen lineaar isen korjaimen perusrakenne on Kuvass a

11-1 .

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 4

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...Adaptiivis en lin. korjaimen rakenne

u Alkupäänvastaanottos uodatinon yleensä alipäästösuodatin ,

joka poistaa kohinaa

u Adaptiivinen (lineaarinen) korjaintoteutetaan yleensä FIR-

rakenteella

u Korjaimen kertoimia ohjataan virhesignaalilla.

Virhesignaali muodostetaan

u Alustusvaiheessa ( training mode) lähettämällä tunnettu

testisignaali

u Seurantavaiheessa (tracking mode) käyttämällä hyväksi

menneitä päätöksiä. Virheelliset pä ätökset (alle 10%) e ivät

juuri haittaa.

3

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 5

______________________________________________________________________________________________________________________________________

Adaptiivisen DFE-korjaimenrakenne u Päätöstakaisinkytkennnän s isältävän kantataajuisen DFEkorjaimen diskreettiaikainen mallin perusrakenne on Kuvass a

11-2 .

P ( z )

n k

C ( z )

a k e k

� �

0

1 1 5 T ( . )

u missä ovat FIR-suotimen kertoimet, N = 2 L+ 1 ja N oletetaan

parittomaksi.

T T T T r

k + L r

k+L -1 r

k-L r

k + L -2

c

- L c

-L +1 c

-L +2 c

L

...

q

k

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 8

______________________________________________________________________________________________________________________________________

... FI R-korjaimen MSE-ratkaisu

u Vastaavatsuodatettavat korjaimen input-näytteet hetkellä k

kootaan samanmittaiseksi vektoriksi:

[ ] r

k k L k k L r r r =

+ -

� � T ( . )

1 1 6

u Virhesignaali saadaan muotoon

e a q a

k k k k k

= - = - c r T ( . )

1 1 7

u Yleisesti kaikki suureet ovat kompleksiarvoisia . Oletetaan

lisäksi että kaikki signaalit ovat nollakeskiarvoisia ja (laajassa

mieles sä) stationäärisiä eli niiden stokastiset ominaisuudet

eivät muutuajan funktiona.

5

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 9

______________________________________________________________________________________________________________________________________

... FI R-korjaimen MSE-ratkaisu u Neliövirhe voidaan työs tää muotoon ( Harjoituksissa! )

[ ] [ ] [ ] { } [ ]

[ ]

{ }

E E E E

E

H H H

H H

e a a a

k k k k k k k

2 2

2

2

2 11 8

= - +

= - +

* Re

Re ( . )

c r c r r c c a c c F u missä yläindeksi `H´ merkitsee hermitointia eli trans ponointia ja konjugointia. Lisäksi määritellää n ristikorrelaatiovektori

[ ] a r = * E a k k

( . )

11 9 u ja autokorrelaatiomatr iisi

[ ]

F

F F F

F F

F F

= =

é ë

ê ê ê ê

ù û

ú ú ú ú

- - -

-

E H r r k k

N

N

0 1 1

1 0

1 0

11 10

�

�

7

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 13

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...Optimaalinen MMSE-ratkaisu u Edelläsaatu ratkaisu (11.16) minimoi lausekkeen (11.15)

MSE:n,s illä muut termit eivät riipu kerroinvektorista c .

Minimi-MSE:ksi saadaan

[ ] [ ] x m in

( . ) = - = - - E E H H a a k k o pt

2 1 2 1 1 1 7 a a a c F u MSE:n yleinen kaavasaadaan siis muotoon

[ ]

E H e k

2 1 1 1 1 1 8 = + - - - - x m in

( ) ( ) ( . ) F F F a c a c u MSEriippuu suoraan siitä, kuinka lähellä c on optimia.MSE:n kuvaaja on (hyper )par aboloidi N -ulotteisessa ava ruudessa.

u Optimiratkaisu (11.16) voidaan johtaa myös derivoimalla

MSE:n lause ke vektorin c s uhteen ja asettama lla derivaatta nollaks i (ks. kirjan Harj. 11-5 ). Tulos on tietysti sama.

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 14

______________________________________________________________________________________________________________________________________

MSE-gradie nttialgoritmi (LM 11.1.3) u Kaavan(11.16) optimikerroinvektori löydetään matriis inkäännöllä eli ratka isemalla lineaarinen yhtälöryhmä joka r iippuu autokor relaatio matriis in F termeistä

(autokorrelaatio funktion F j arvoista) ja ristikorrelaatiovektorista a . Jos ke rroinvektoria joudutaan päivittämään usein

(niinkuin ole teta an), se on työläs tapa, jalisäksi siinä voi tulla numeeris ia (laskentatarkkuus-)ongelmia.

u Lisäksi autokorr elaatio- ja ristikorrelaatiotermit tä ytyy tuntea

(tai estimoida).

8

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 15

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...MSE-gradie nttialgoritmi

u Suoran ratka isun sijas ta etsimme iteratiivista algor itmia, joka

vähitellenlähestyy optimiratkaisua. Ra tkaisu perustuu s iihen

perustulokseen että optimikerroinvektori on yksikäsitteinen ja

virhepinta (MSE:n kuva aja kerr oinvektoriavaruudessa) on

unimodaalinen , eli sillä on vain yksi globaali minimi (ei

paikallisia ääriarvoja!).

u Tällöin voidaan MSE-käyrää pitkin edetä aina negatiivisen

gradientin suuntaaneli alamäkeen optimiratkaisua kohti.

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 16

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...MSE-gradie nttialgoritmi

c

1

c

2 c

opt

c

Too large

step size

Negative of gradient

for small step size

u Kuva 11-3 havainnollis taa gradienttialgoritmin periaatteellista

toimintaa (kaksiulotteinen tapaus).

9

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 17

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...MSE-gradie nttialgoritmi

u MSE-gradienttialgoritmi (MSEG) voidaan esittää muodossa

[ ]

c c

c j j k j e

+

= - Ñ

1

2

2

1 1 2 7 b

E ( . )

u missä c

j+1 ja c

j ovat uusi ja vanha kerroinvektori, b on

askelparametri (1/2 onmukana jotta seuraavat kaavat

sievenevät) janabla lauseke on MSE-virhepinnan gradientti.

Derivoimalla MSE:n lauseke saadaan (ks. kirjan Harj. 11-5 )

[ ]

Ñ = -

c c a

j e

k

E 2 2 2 1 1 2 5 F ( . )

u jolloin algoritmi (11.27) saadaan muotoon

c c a c I c a

j j j j +

= + - = - +

1

1 1 2 8 b b b ( ) ( ) ( . ) F F

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 18

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...MSE-gradie nttialgoritmi

u Esimerkki 11-2 : tutkitaan taas reaalista skalaar itapausta

( Esim. 11-1 ), jolloin MSEG- algoritmi saadaan muotoon

c c a

j j +

= - +

1 0

1 1 1 2 8

( ) ( . ) b b F

u Vähennetäänpä kummaltakin puoleltaoptimiratkaisu c

opt ja

käytetään kaavaa a = F

0 c

opt

:

c c c c c

c c a j o pt j o pt o pt

j o pt

+

- = - - +

= - -

1 0 0

0

1

1 11 30

( )

( )( ) ( . ) b b

b

F F

F

Kun oletetaa nkertoimen alkuarvoksi , voidaan ( j +1 ) :s ratkaisu

lausua myös muodossa

c c c c b

j o pt j

o pt +

- = - -

1 0 0

1 1 1 3 0

( ) ( ) ( . ) b F

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 19

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...MSE-gradie nttialgoritmi

Tästä kaavasta nähdään, että u Ratkaisu suppenee aina kohti optimia (alkuarvosta riippumatta) jos

1 1

0

- < b F u Tästä seuraa askelparametrille vaatimus

- < - < Û < < Û < <

1 1 1 0 2 0

2

0 0

0

b b b F F

F u Nopeimminalgoritmi suppenee jos b =1/ F

0

: tällöin tarvitaan vain yksi iteraatio!

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 20

______________________________________________________________________________________________________________________________________

MSEG-algoritmin suppeneminen u Edellisen esimerkin tulos voidaan yleistääkompleksiarvoiseen vektoritapaukseen. Es itetään kaava (11.28) muodos sa c c I c c c

I c c

j o pt j o pt o pt j o pt

+

- = - - +

= - -

1

( )

( )( )

b b b

F F

F u Merkitsemällä q j

= c j

- c opt

ja käyttämälläalkuarvoa q

0

s aadaan ratkaisu muotoon q I q j

j

+

= -

1 0

11 32

( ) ( . ) b F u Mutta milloin algoritmi suppenee? Nyt sen selvittäminen on hieman työläämpää kuinskalaaritapauksessa ja matriisin ominaisarvoja ja -vektoreita tarvitaan.

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 21

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...MSEG-algoritmin suppeneminen u Kaavan(11.32) kerroinmatriisi voidaan es ittää modaalihajotelmana

( ) ( ) ( . )

I v v

- = -

=

å b bl F j i

j i i i

N

1 11 38

1

H u missä l i

on matriisin F ominaisarvo (ainareaalinen ja ei-neg.!)

ja v i

vastaava ominaisvektori ( v i

H v i

=1). Termi (1- bl i

) j on lausekkeen (11.38) i :s suppenemismoodi .

u Jotta jokainenmoodi suppenisi, on vaadittava että suurinta ominaisarvoa va staava moodi suppenee, mis tä s euraa askelparametrin suppenemise hto

0

2

11 39 < < b l max

( . )

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 22

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...MSEG-algoritmin suppeneminen u Voidaan lisäks ios oittaa, e ttä suppeneminen on hidasta kunns.

ominaisarvohaje l max

/ l min

( suur imman ja pienimmän ominaisarvon suhde) on suuri.

u Käytännös sä suuri ominaisarvohaje ilmenee siten, että MSEpinnan (hyper) paraboloidin poikkipinta on litistynyt

(hyper)ellipsi. Tällöin gradienttis uunta kääntyy voimakkaas ti edettäe ssä kohti maljan pohjaa, jolloin on pakko käyttää pienehköä askelparametria ettei ajeta ohi. Kuva 11-6 :

c

1 c

2

Direction of negative gradient

c

1 c

2

Direction of negative gradient

v

1 v

2

v

1 v

2

12

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 23

______________________________________________________________________________________________________________________________________

Ominaisarvot ja tehospektri

u Vieläkin havainnollisempi on spektritulkinta. Voidaan osoittaa,

että signaalin tehospektri asettaa rajat ominaisarvohajee lle:

[ ] [ ]

min ( ) ma x ( ) ( . )

w w

w w l S e S e j j < < 11 45

ja tehospektrihän on autokorrelaatiofunktionFourier-muunnos :

S e e j

k j k

k

( ) ( . ) w w = -

= -¥

¥

å F 11 46

u Ominaisarvot riippuvat matriisin dimensioista. Voidaan

osoittaa, että ominaisarvojen minimi ja maksimi lähestyvät

(11.45):n r aja-arvoja kun matriisin kokoa (eli adaptoitavan

suotimen pituutta ) kasvatetaan.

21.10.1998 Teletekn iikan la boratorio Sivu 24

______________________________________________________________________________________________________________________________________

...Ominaisarvot ja tehospektri

u Suppenemisen kannalta on siten parasta, että kor jaimen input-

signaalin spektri on mahdollis imman tasainen ( lähellä

valkois ta kohinaa) .J os spektrissä on yksikin nollakohta,

suppeneminen hidastuu periaatteessa nollaan kun suotimen

pituutta kasvatetaan.

u Käytännön pohjakohinan takia tämä on lähinnä teoreettinen

ongelma.Silti pitkien suotimien adaptointi on hidasta

varsinkin kun signaalin spektri on vaihteleva.