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Adaptiivinen FIR-korjain (LM 11) e

0 Viimeksi tarkasteltiin ideaalisen korjaimessiirtofunktiota.
Z-siirtofunktion kompleksisuutta ei rajoitettu, ja se oli yleensa
paitsi rekursiivista muotoa my6s aaretdn asteluvultaan.

O Seuraavassa rajoitutadérellisen pituiseen FIR-korjaimeen
Ensin johdetaan matriisinotaation avutleaalinen MMSE-
ratkaisu Tamén pohjalta kehitetagnadienttityyppinen
iteratiivinen ratkaisumenetelmaatriisiyhtaldlle joka
yksinkertaistuu aikanaan kayttokelpoisekMS (least mean
square)-adaptointi-algoritmiksi

0 LMS-algoritmi on pohjana useimmille kaytannon lineaarisille
ja takaisinkytketyille (DFE-)korjaimille.
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Adaptiivisen korjaimen rakenne %
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0 Adaptiivisenlineaarisenkorjaimen perusrakenne ttuvassa
11-1

...Adaptiivisen lin. korjaimen rakenne ‘%

0 Alkupéaan vastaanottosuodatin on yleersdpaastosuodatin
joka poistaa kohinaa

0 Adaptiivinen (lineaarinen) korjain toteutetaan yleerld&-
rakenteella

0 Korjaimen kertoimia ohjataavirhesignaalilla.
Virhesignaali muodostetaan

0 Alustusvaiheessa (training mode) lahettdamalla tunnettu
testisignaali

0 Seurantavaiheessa(tracking mode) kayttamalla hyvaksi

menneitd paatoksia. Virheelliset paatokset (alle 10%) eivat
juuri haittaa.
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Adaptiivisen DFE-korjaimen rakenne %

Postkursorikorjaip
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L&hetyssuodin+kanava  Prekursorikorjain

0 Paatostakaisinkytkennnén sisaltavan kantataajuisen DFE-
korjaimen diskreettiaikainen mallin perusrakenné&amassa

...Adaptiivisen DFE-korjaimen rakenne %

0 Adaptointi perustuu virhesignaaliin missa alnstusvaiheessa
tunnettu symbolisekvenssi ja seurantavaiheessa
vastaanottimen paatdssekvenssi.

0 Prekursorin N-tappinen siirtofunktio on muotoa (Huom!
Kanava-lahetyssuodin on ng{z) ja korjainC(2) )

C(9= anim (113

m=“TR-1)

(kaytéannossa kausaloitaMaviiveelld). Postkursorion

D@z%%ﬂ 114

11-2 0 Tama toteutetaaMl-tappisella FIR-rakenteella.
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FIR-korjaimen MSE-ratkaisu (LM 11.1.2) P ... FIR-korjaimen MSE-ratkaisu N

Tl

[, %

0 JohdetaaiN-tappisen FIR korjaimen (11.2) MSE. Maéaritellaén
ensin kerroinvektori

c=le. - & - o 19

0 missa ovat FIR-suotimen kertoimbBt= 2L+1 jaN oletetaan
parittomaksi.

0 Vastaavat suodatettavat korjaimen input-naytteet hetkell&
kootaan samanmittaiseksi vektoriksi:

M= = 1o o fka]T (119
0 Virhesignaali saadaan muotoon
&=3-¢=3a-cr, (117
0 Yleisesti kaikki suureet ov&bbmpleksiarvoisiaOletetaan
liséksi etté kaikki signaalit ovallakeskiarvoisiga (laajassa

mielesséptationaérisideli niiden stokastiset ominaisuudet
eivat muutu ajan funktiona.
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... FIR-korjaimen MSE-ratkaisu P

0 Nelidvirhe voidaan tydstaa muotodddrjoituksissal)
af]= la]-2rde daril rc dre 1
- E{‘ak‘z]—zRe[c”a}+d*q>c 18)

0 missa ylaindeksi ‘H’ merkitseleermitointiaeli transponointia
ja konjugointia. Liséksi méaaritellaarstikorrelaatiovektori

a=gar] @19
0 jaautokorrelaatiomatriisi
o®, ®, - qu(NfJ;D
O

0
cp:E[rkrf]=Eq?1 o

N
BDN-1 @, E

Autokorrelaatiomatriisi ‘%

0 Autokorrelaatiomatriisilla on térkeitd ominaisuuksia:

0 1) onHermiten (hermiittinen) matriisieli ®" = ®™"= ® (jos ®
on reaalinen, se on symmetrinen).

0 2) onToplitz-matriisieli diagonaalin suuntaisilla
alidiagonaaleilla on sama elemenitutokorrelaatiofunktion
arvo riippuu siis vain korreloitavien viive-eros®: = E[r,,;r,’]

o 3) onpositiivi-semidefiniittieli mille tahansa vektorill
xHdx on positiivinen ja on siten tulkittavisselidlliseksi
pituusmitaksi
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Optimaalinen MMSE-ratkaisu P

0 Tarkastellaan kaavan (11.8) nelidvirhelauseketta kun FIR-
suotimen pituus on 1 ja signaalit ovat reaaliarvoisia. Saadaan

e f]= ar]-2acr 0,
a=E[ar] @, =gr/] 1114
0 Tama voidaan helposti tdydentdd muotoon
Elef’|= glaf]- &/ o, + @, (& /05 -2a0 @, + §)
= glaf] a1 0y + @y(c- a/ )

josta nahdaan ettda MSE:n minimoiva ratkaidie on ...

...Optimaalinen MMSE-ratkaisu N

0 Tama yksinkertainen tulos on voidaan yleistaa kompleksiseen
vektoritapaukseen:

LM Harj. 11-4 Johda kertomalla auki, etta
Elef]= al]-a"ear (@ a- g 0@ a- 9 (1119

on yhtéapitava (11.8:n kanssa).

0 Koska® on positiivi-semidefiniitti, kaavan (11.15) vimeinen
termi on aina ei-negatiivinen eli pienimmillaan nolla. Optimi-
ratkaisu saadaan siis valitsemalla

x=0"a-c=0 - g,=®"a (1119

0 Ratkaisu (jos se on olemassa) on giksikasitteinen
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...Optimaalinen MMSE-ratkaisu P

0 Edellasaatu ratkaisu (11.16) minimoi lausekkeen (11.15)
MSE:n, silla muut termit eivat riipu kerroinvektorista
Minimi-MSE:ksi saadaan

& = Haf]-a"0a= gaf]-d'c, (@119

0 MSE:n yleinen kaava saadaan siis muotoon

Efef]= &+ (@ a-g 0@ a-9 (119

[}

MSE riippuu suoraan siitd, kuinka lahedi&n optimia. MSE:n
kuvaaja on(hyper)paraboloidN-ulotteisessa avaruudessa.
Optimiratkaisu (11.16) voidaan johtaa mydiivoimalla
MSE:n lauseke vektorio suhteen ja asettamalla derivaatta
nollaksi (ks. kirjarHarj. 11-5). Tulos on tietysti sama.

)

MSE-gradienttialgoritmi (LM 11.1.3) e

0 Kaavan (11.16) optimikerroinvektori |dydetédan
matriisinkaannéllgeli ratkaisemalla lineaarinen yhtaléryhma
joka riippuu autokorrelaatioatriisin ® termeista
(autokorrelaatitunktion®j arvoista) ja ristikorrelaatio-
vektoristaa. Jos kerroinvektoria joudutaan paivittmaan usein
(niinkuin oletetaan), se on tyodlas tapa, ja liséksi siina voi tulla
numeerisia (laskentatarkkuus-)ongelmia.

0 Liséksi autokorrelaatio- ja ristikorrelaatiotermit taytyy tuntea
(tai estimoida).
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...MSE-gradienttialgoritmi P

0 Suoran ratkaisun sijasta etsimiteratiivista algoritmia, joka
vahitellen lahestyy optimiratkaisua. Ratkaisu perustuu siihen
perustulokseen etta optimikerroinvektoriyksikasitteinen ja
virhepinta (MSE:n kuvaaja kerroinvektoriavaruudessa) on
unimodaalineneli silla on vain yksi globaali minimi (ei
paikallisia aariarvoja!).

0 Talldin voidaan MSE-kayraa pitkin edeté aina negatiivisen
gradientin suuntaan ellaméakeeroptimiratkaisua kohti.

...MSE-gradienttialgoritmi N

Too large
step size

Negative of gradient
for small step size

G,

o Kuva 11-3 havainnollistaa gradienttialgoritmin periaatteellista
toimintaa (kaksiulotteinen tapaus).
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...MSE-gradienttialgoritmi P

0 MSE-gradienttialgoritmi (MSEG)oidaan esittdéd muodossa

Cu=¢ —gﬂq E[\ek \2] L2

0 missac,, jac ovat uusi ja vanha kerroinvektof, on
askelparametri (1/2 on mukana jotta seuraavat kaavat
sievenevat) ja nablalauseke on MSE-virhepinnan gradientti.
Derivoimalla MSE:n lauseke saadaan (ks. kitj&nj. 11-5)

0. Efef]=20c-2a (1129

...MSE-gradienttialgoritmi e

0 Esimerkki 11-2: tutkitaan taaseaalista skalaaritapausta
(Esim. 11-9), jolloin MSEG-algoritmi saadaan muotoon

Gy =(1-BPy)c +Ba (1128
0 Vahennetaanpa kummaltakin puolelta optimiratkajgtja
kaytetaan kaavaa=PoCopy, -
CJ+1 —Gp = (1_ﬁcbo) C] ~ Gpt + Bq)l)%p(
=(@-BP)(C —Gp)  (1130))

Kun oletetaan kertoimen alkuarvoksi , voidapi):s ratkaisu

0 jolloin algoritmi (11.27) saadaan muotoon
lausua my6s muodossa
Ciu=C th(a-®g)=(I1-pP)g +Ba (1128
Ciua ™G = (17 BP) (6= Gp) (11309
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...MSE-gradienttialgoritmi % MSEG-algoritmin suppeneminen ‘%

Tasta kaavasta nahdaan, etta
0 Ratkaisu suppeneena kohti optimia (alkuarvosta
riippumatta) jos
\1— ﬁCDO\ <1l

0 Tasta seuraaskelparametrillevaatimus

-1<fd,-1<1 - 0<PP;<2 = 0<ﬁ<¢%

0
0 Nopeimmin algoritmi suppenee jBs1/®,: talldin tarvitaan
vain yksi iteraatio!

0 Edellisen esimerkin tulos voidaan yleistda kompleksiarvoiseen
vektoritapaukseen. Esitetdan kaava (11.28) muodossa
C|+1 - Capl = ( | _BCD)CI - Copl +ﬁq)copt
=(I-pP)c; ~Cp)
0 Merkitsemallag=c-C,,, ja kayttamalla alkuarvog, saadaan

ratkaisu muotoon
Q. = (1-BP)'a, (1132

0 Mutta milloin algoritmi suppenee? Nyt sen selvittdminen on
hieman tyéladmpaé kuin skalaaritapauksessa ja matriisin
ominaisarvoja ja -vektoreita tarvitaan.
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...MSEG-algoritmin suppeneminen

0 Kaavan (11.32) kerroinmatriisi voidaan esittaa
modaalihajotelmana
N

(1-p)’ =Zl(l—ﬁ/\)iV.V.“ (1139

I
O misséA; on matriisin® ominaisarvo(aina reaalinen ja ei-neg.!)
jav; vastaavaminaisvektoriv; "v,=1). Termi (1-8A;) on
lausekkeen (11.38)s suppenemismoadi
0 Jotta jokainen moodi suppenisi, on vaadittava®itéinta
ominaisarvoa vastaava moodi suppenee, mista seuraa

“L

...MSEG-algoritmin suppeneminen

0 Voidaan lisaksi osoittaa, ettd suppeneminen on hidasta kun ns.

ominaisarvohaj@,.,/ Ani, (Suurimman ja pienimman
ominaisarvon suhde) on suuri.

0 Kaytanndssa suuri ominaisarvohaje ilmenee siten, ettd MSE-
pinnan (hyper)paraboloidin poikkipinta on litistynyt
(hyper)ellipsi. Télldingradienttisuunta k&antyy voimakkaasti
edettdessa kohti maljan pohjaa, jolloin on pakko kayttaa
pienehkoa askelparametria ettei ajeta Kbiva 11-6:

G G
askelparametrin suppenemisehto
0< ﬁ < 2 (113@ v Dirgclion Ofv Direction of
2 negative gradient V. negative gradient
max c
Vo A7)
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0 Vielakin havainnollisempi on spektritulkinta. Voidaan osoittaa,
ettésignaalin tehospektri asettaa rajat ominaisarvohajeelle:

mwin[S(e'“)] <A< mwa>{ (& j 145)

Ominaisarvot ja tehospektri

ja tehospektrihan oautokorrelaatiofunktion Fourier-muunnos

S(e%) =3 @, glx (1149
K="

0 Ominaisarvot riippuvat matriisin dimensioista. Voidaan
osoittaa, ettd ominaisarvojen minimi ja maksimi léhestyvét
(11.45):n raja-arvoja kun matriisin kokoa (eli adaptoitavan
suotimen pituuttakasvatetaan.

“L

0 Suppenemisen kannalta on siten parasta, etta korjaimen input-
signaalinspektri on mahdollisimman tasain@éhella
valkoista kohinaa). Jos spektrissa on yksikin nollakohta,
suppeneminen hidastuu periaatteessa nollaan kun suotimen
pituutta kasvatetaan.

0 Kéytannon pohjakohinan takia timé on lahinna teoreettinen
ongelma. Siltpitkien suotimien adaptointi on hidasta
varsinkin kun signaalin spektri on vaihteleva.

...Ominaisarvot ja tehospektri
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Yhteenveto 6. luennosta %

Talla luennolla kasiteltiin FIR-korjaimen adaptointia. Tutustuttiin
mm. seuraaviin kasitteisiin

0 MSE-virheen lausekematriisimuodossa N-pituiselle FIR-
suotimelle

MSE-gradienttialgoritmi (MSEG)
MSEG-algoritmin suppeneminen
Askelparametrin maarittdminen
Ominaisarvohaje, tehospektri ja suppeneminen

O o o g
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