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6. Stokastiset prosessit (2)
1
Markov-prosessi Esimerkki
« Tark. jatkuva-aikaista ja diskreettitilaista stokastista prosessia X(7) * Riippumattomien lisdysten prosessi X(#) on aina Markov-prosessi:
— joko tila-avaruudella S = {0,1,...,N} tai S = {0,1,...}
* Maar. Prosessi X(¢) on Markov-prosessi, jos X(tn) = X(tn—l) + (X(tn) - X(’n—l )

P{X(tn+1):xn+1 |X(t1):xla---aX(tn):xn}:
PLX(t11) = xp11 | X (1) = X}

kaikilla n, t;< ... <t j@axy,..., X,
Tata ehtoa sanotaan Markov-ominaisuudeksi

— Jos Markov-prosessin nykytila tunnetaan, prosessin tulevaisuus
ei mitenkaan riipu prosessin aiemmasta menneisyydesta (eli siita,
miten nykytilaan on tultu)

— Nykytila siis sisaltda kaiken jatkon kannalta tarpeellisen informaation

» Seuraus: Poisson-prosessi A(f) on Markov-prosessi
— Maaritelman 3 mukaan Poisson-prosessin lisdykset ovat riippumattomia




Aikahomogeenisuus

Maar. Markov-prosessi X(7) on aikahomogeeninen, jos
P{X(t+A)=y|X()=x}=P{X(A)=y|X(0)=x}

kaikilaz, A>0jax,y e S
— Tnit P{X(t+ A) =y | X(¢) = x} eivét siis riipu #:sta

Tilasiirtymaintensiteetit

Tarkastellaan aikahomogeenista Markov-prosessia X(#)

Tilasiirtymaintensiteetit g (state transition rate), misséa i, j € S,
madritellaan seuraavasti:

g; = }lif(l)%P{X(h) =J1X(0) =4}

Tilatn:t P{X(¢) = i}, i € S, maaraytyvat yksikasitteisesti siirtyma-
intensiteeteista 9 kunhan ns. alkujakauma (initial distribution) eli
tn:t P{X(0) =i}, i € S, on annettu

Huom. Jatkossa rajoitamme tarkastelumme pelkastaan
aikahomogeenisiin Markov-prosesseihin

Eksponentiaalisesti jakautuneet tilassaoloajat

Oletetaan, ettd Markov-prosessi on tilassa i hetkella 7.
Lyhyella aikavalilla (¢, #+h] prosessi siirtyy uuteen tilaan j tn:lla Cli,‘h +
o(h) (riippumatta siita, mita tapahtui ennen hetkea ) ‘
Merkitéén g;:1la kokonaisintensiteettié siirtya pois tilasta i, ts.

;= 2 g5

J#i

Lyhyella aikavalilla (¢, ++h] prosessi siirtyy pois tilasta i tn:ll& g;2 + o(h)
(riippumatta siitd, mita tapahtui ennen hetkea 1)
Kyseessé on selvastikin ns. unohtavaisuusominaisuus

Tilassa i vietetty aika noudattaa siis eksponenttijakaumaa
intensiteettindan g;

Tilasiirtymatodennakoisyydet

Merkitaan 7114 oloaikaa tilassa i ja Tij:llé sellaista (potentiaalista)
oloaikaa tilassa i, joka paattyy siirtymaan tilaan j:

T; ~Exp(q;), T ~Exp(q;)

Sm T; voidaan ajatella riippumattomien ja eksponentiaalisesti
jakautuneiden sm:ien Ti/ minimiksi (ks. luennon 5 kalvo 44):

el
];ﬁl
Merk. p;:1la tn:tt&, ettd toteutunut siirtyma on tilasta i tilaan ;.
Ko. tilasiirtymédtodennédkoisyydet (state transition probabilities)
saadaan kaavalla

.
Py =PI =Ty} =)




Tilasiirtyméakaavio

Pelkistymattomyys

Aikahomogeeninen Markov-prosessi esitetdan usein ns. tilasiirtyma-
kaavion (state transition diagram) avulla. Kyseesséa on suunnattu
verkko, jonka

— solmut vastaavat prosessin tiloja ja

— yksisuuntaiset linkit vastaavat mahdollisia tilasiirtymia

linkki tilasta i tilaan j < ¢;; >0

Esim. Kolmitilainen Markov-prosessi (S = {0,1,2}):

Maar. Tilasta i padsee tilaan j (i = j), jos tilasiirtyméakaaviosta 16ytyy
suunnattu polku i:sta j:hin
— Jos nain on, niin Idhdettaessa tilasta i tilassa j kdydaan (joskus
tulevaisuudessa) positiivisella tn:lla
Maar. Tilat i ja j kommunikoivat (i <> j), josi —>jjaj —> i
Maar. Markov-prosessi on pelkistyméatdn (irreducible), jos kaikki tilat

kommunikoivat keskendén
— Esimerkiksi edelliselld kalvolla esitetty Markov-prosessi on pelkistyméaton

Tasapainojakauma ja globaalit tasapainoyhtalot

» Tark. pelkistymatonta Markov-prosessia X(¢) siirtymaintensiteetein qjj

+ Maér. Olkoon nt = (r; | m; 2 0, i € S) tila-avaruudessa S méaéritelty
iakauma. ts. se toteuttaa ns. normeerausehdon

Ziesﬂ'i =1 (N)

Jakauma 1 on prosessin X(7) tasapainojakauma (equilibrium
distribution), jos seuraavat globaalit tasapainoehdot (global balance

equations) ovat voimassa kaikilla i € S:
2w Tidif = 2 27 4 ji (GBE)

— On mahdollista, ettei prosessilla ole tasapainojakaumaa. Kuitenkin, jos
esim. tila-avaruus on aarellinen, tasapainojakauma on aina olemassa.
— Valitsemalla tasapainojakauma alkujakaumaksi (ts. P{X(0) = i} = m;), ko.

Markov-prosessista tulee stationaarinen (stationaarisena jakaumanaan )
11

Esimerkki
-1 1 0 1
Q: 0 — 1 /\
I
L ou - E——0
7Z'0+7Z'1+7Z'2=1 (N)
7Z'0'1=7Z'2-1
7r1-1=7r0-1+7r2-,u (GBE)
7wy -(I+p) = -1
1 lrp -1

= ”0:3+,u’ 7[1:3+,u’ ”2_3+/¢




Lokaalit tasapainoyhtéalot ja kaantyvyys

Sisélto

Tarkastellaan edelleen pelkistymaténta Markov-prosessia X(7) siirtyma-
intensiteetein g

Viite. Olkoon nt = (m; | m; > 0, i € S) tila-avaruudessa S maaritelty

jakauma, ts.
Yies i =1 M)

Jos seuraavat lokaalit tasapainoehdot (local balance equations) ovat
voimassa kaikilla 7,j € S:

Tiqi =7 jq ji (LBE)
niin T on prosessin tasapainojakauma.
Tod. (GBE):t seuravat (LBE):istd summaamallaj # i

Tassé tapauksessa ko. Markov-prosessia sanotaan kdantyvaksi
(reversible)

Markov-prosessit
Syntyma-kuolema-prosessit

Syntyma-kuolema-prosessi

Pelkistymattomyys

Tark. jatkuva-aikaista ja diskreettitilaista Markov-prosessia X(7)
— joko tila-avaruudella S = {0,1,...,N} tai S = {0,1,...}

Maar. Markov-prosessi X(7) on syntyma-kuolema-prosessi (birth-
death process), jos tilasiirtyméat ovat mahdollisia vain vierekkaisten
tilojen valilla, ts.

li-jl>1 = ¢;=0
Tassé tapauksessa merkitaan
Hi=q;-120
A =412 0

— Huom. py=0jaAy=0 (kun N < o0)

Viite: Syntyma-kuolema-prosessi on pelkistymatén, jos ja vain jos
A; > 0 kaikilla i € S\{N} ja p,;> 0 kaikilla i € S\{0}

Asreténtilaisen pelkistymattéman sk-prosessin tilasiirtymakaavio:

A M M

@) (1) (2) XX

My [25) H3

Aarellistilaisen pelkistymé&ttdman sk-prosessin tilasiirtyméakaavio:

}“0 7"1 )“N—Z }‘N—l

(0) (1) cee -J @)

Hy 153 M- My




Tasapainojakauma (1)

Tarkastellaan pelkistymatonta syntyma-kuolema-prosessia X(7)

Tarkoitus on johtaa tasapainojakauma m = (; | i € S), mikali sellainen
on olemassa

Lokaalit tasapainoyhtalét:

A = i1 Mgl (LBE)

Nain ollen

ﬂ’.
iy =——7 = —”OH
+1 /U]

Jakaumaehto eli normeerausehto:

Tasapainojakauma (2)

Tasapainojakauma on siis olemassa tdsmalleen silloin, kun

5 2=
ieS j=1
Adrellinen tila-avaruus:
Ko. summa on aina &éarellinen. Tasapainojakaumaksi tulee

LAy N i, -
zi=m 1=~ mo=|1+ X1~

j=t H i=1j=1"4J

Adreton tila-avaruus:
Jos ko. summa on aarellinen, niin tasapainojakaumaksi tulee

i Aj -1
Yri=m ¥ [1L+= (N) _ J- s
ieS ieS j= Hj T ”l‘”OH > Ty = 1+2H u 8
-1 77 —1i=1 "7
j=1 i=1j=1
Esimerkki Puhdas syntymaprosessi
A0 Maar. Syntyma-kuolema-prosessi on puhdas syntyméaprosessi, jos
B » 8 W= 0 kaikilla i € §
O=|u A O, " ) @ Aaretontilaisen syntymaprosessin tilasiirtymakaavio:
0w - " y A, i
@D
TiA =T 1

= mmi=pr (p=Alu)  (LBE)
= z=mop'
Ty + 7+ 7y =my(1+ p+ p2) =1 (N)
K

= ;=7
! 1+p+p2

Adgrellistilaisen syntyméprosessin tilasiirtymékaavio:

A A Ay
@ 0 @ 1 oo N-2 @

Esimerkiksi Poisson-prosessi on daretdntilainen puhdas syntyma-
prosessi (intensiteetein A, = A kaikillai € §= {0,1,...})

Huom. Puhdas syntyméprosessi ei ole koskaan pelkistymatén (saati
sitten stationaarinen). 20




