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Syntymé-kuolema-prosessiksi (SK-prosessi) kutsutaan Markov-prosessia, jonka

- tila-avaruus on diskreetti

- tilat voidaan jarjestaa jonoksi, i=0,1,2,...siten, etta

- tilasiirtymia voi tapahtua vain naapuritilojen valilld, ¢ — ¢+ 1tai¢t — ¢ — 1

o, M, 2
@, "0, @, °
H1 H2 H3
Tilasiirtyménopeudet
A, kun J=1+1
Qij =\ Mi kun Jg=1—1
0 muulloin

syntymétn. intervallissa At on A\;At
kuolematn. intervallissa At on p; At
kun systeemi on tilassa @
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SK-prosessin tasapainotilatodennikoéisyydet
Kaytetdan leikkausmenetelméa = globaali tasapainochto sovellettuna tilajoukkoon 0, 1, . . ., .

Tasapainotilassa todennékoisyysvirrat leikkauksen yli kumoavat toisensa (nettovirta =0)

>\k:7Tk: = UE+1Tk+1 k= 07 17 27 SR

Saadaan rekursiokaava
Ak

ME+1
Kaikki todennékoisyydet voidaan palauttaa rekursion avulla tilan 0 todennékoisyyteen 7

A1 A2t Ag F=1 )\

Tk+1 — Tk

T = mo = 11 0
Mk fg—1 " M1 i=0 fbi41
(0. 0]
Soveltamalla normiehtoa Y m; = 1, voidaan méaarata m
k=0
1 1
0= oA T X kLN
1+ 24+ 20 14y "
M1 2 k=1i=0 [j+1
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SK-prosessin ajasta riippuvat ratkaisut
Edella tutkittiin SK-prosessin tasapainojakaumaa 7r.

Joskus tunnetaan tilatodennékoisyydet hetkelld 0, 7 (0),
- tavallisin tilanne on se, ettd systeemin tiedetdan olevan hetkelld 0 tédsmalleen jossakin
tilassa k; talloin m4(0) = 1 ja m;(0) =0, kun j # k
ja halutaan selvittdd, miten tilatodennikoisyydet kehittyvit ajan funktiona eli 7 (t)

- tiedetddn, ettd limy_o 7(t) = 7.

Taméa méaardaytyy yhtalosta

%ﬂ'@) =7(t) - Q missé
— o Ao 0
pr o —(A A+ ) A1 0
Q = 0 U9 —<>\2 + ,ug) A9 0
0 13 — (A3 + ps3) A3
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SK-prosessin ajasta riippuvat ratkaisut (jatkoa)

o, ®, @, -, O, @, °
M4 H2 H3 Hi Hi+1 Hi+2

Yhtalot komponettimuodossa

dﬂ'z' t .
dt< ) = —<>\z + ,uz')ﬂ'i(t) + )\¢_17T¢_1<t) + /L¢+17T¢+1<t) 1=1,2,...
virrat ulos virrat sisdan
dmo(t
ﬂ-O( ) = —Aoﬂ'o(t) + ,u17T1(t)
dt _/_/ H._n/-.
virta ulos  virta sisdan
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FEsim. 1. Puhdas kuolemaprosess:
{ =0

pi =1

jokaisella yksilolla kuolemis-
nopeus on vakio p

i=0,1,2,...

@@@

2u 3u

dit m(t) =
d

7 mi(t)

(n-1)u

_n:uﬂ-n@)

L(eMm(t) = (i+ Dpmia(t)e

Toa(t) = ne(=Duty [Te e Unt gy

N CENO,

= (i + Dpmipa(t) — ipmi(t)
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MO):{l i=n

0 i#n

systeemi lahtee tilasta n

Tila 0 on absorboiva tila,

nu muut tilat ovat transientteja

=  m(t)=e "

1=0,1,....n—1

=

7T¢<t) ==

(Z + 1)€—iutlu /Ot 7Ti+1<t/)€z’,ut/dt/

e—nt!

= n 6_(”_1)“t(1 — e M

Rekursiivisesti

i) = (1)

. e—ut)n—z

Binomijakauma: jokainen on muista
riippumatta hetkella ¢ elossa tn:lla

e M
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Esim. 2. Puhdas syntymdprosessi (Poisson-prosessi)

A= A 1 =0
Z —0,1,2, ... J(0) = ,
{M:o =012, mi(0) {0 i >0

syntyméatodennakoisyys aika-
yksikkoa kohden on vakio A

alkuhetkelld populaatio on 0

) A A A A )
O G0 @@ ° ERCENONE Kaikki tilat ovat transientteja
dit 7T2'<t) = —>\7T¢<t) + )\7T¢_1<t) 1 >0
dit 7T0<t) = —>\7T0<t) = 7T0<t) = e M
d%(e”m(t)) = )\7T¢_1<t)€)\t = 7T2<t) = _)\t)\/o 7Tz— )\t/dt
m(t) = e MA [ NNt = e M)
1

Rekursiivisesti | 7;(¢) = O\_t) e M Syntymien lkm valilla (0,%) ~ Poisson(At)
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Esim. 3. Yhden palvelimen jdrjestelmd

A
@/\‘G) - vakio saapumisnopeus A (Poisson-saapumiset)
'\u/ - palvelun pééttymisnopeus p (eksp. palveluaikajak.)

Jarjestelman tilat

0  palvelin vapaa
1 palvelin kiytossa

%/_/H_J
~ Exp(n) ~Exp(2)

'S
I

{iﬂmw = = Am(t) + pm(2) (—A A)
dmi(t) = Amolt) — pm(t)

Lasketaan yhtalot yhteen

G +mt) =0 = mt)+m(t)=vakio=1 = m(t)=1-m(t)

Irot) + A+ pm(t) =p = L(eMiry(t)) = pe )t

mo(t) = 345 + (mo(0) — siep)e

M) = 5 + (m(0) — 52 )e omr

[ —
tasapaino- poikkeama hévida ekspo-

jakauma tasapainosta  nentiaalisesti
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Markov-jirjestelmien analyysi: yhteenveto

1. Etsi jarjestelmalle tilakuvaus

e tahén ei ole valmista reseptia
e usein sopiva tilakuvaus on ilmeinen
e joskus vaatii enemmén ajattelua

e systeemi voi olla markovinen jonkin tilakuvauksen suhteen ja ei-markovinen
jonkin toisen tilakuvauksen suhteen (jolloin tila-informaatio ei ole riittéava)

e tilakuvauksen loytdminen on ongelman luova osa
2. Maaraa tilasiirtymanopeudet

e suoraviivainen tehtava, kun eksponentiaaliset pitoajat ja saapumisviliajat
3. Ratkaise tasapainoyhtalot

e periaatteessa suoraviivainen tehtavé (lineaarisen yhtaloryhméan ratkaisu)
e tuntemattomien méaara (tilojen lukumééré) voi olla hyvin suuri

e usecin voidaan hyodyntaa tilakaavion erityispiirteité
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Globaali tasapainoehto

\[/4% i=01,. .. .n
\ y ——», j 2 T = g Tidij | yksi yhtdlo kutakin
=

I% 7 tilaa kohden
)1 virta tilaan ¢ virta tilasta
n + 1 tilaa
Q
—2G; Qo1 Qo2 .-+ Qon 0
j
- Qo  —Xqy Q2 - Qin 0
j
(70, - -+ ™) 42,0 2,1 > Q@ - d2.n —
j
Gn.0 Gn,1; Gn2s -0 T2y 0
j
yksi yhtalo on normiehto

redundantti
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Esim. 1. Jonojdrjestelmd

s palvelinta
< odotusoaik W s palvelinta
N ootishaliitaa (W) K odotuspaikkaa
—> A saapumisnopeus (Poisson)
W p Exp(p) pitoaika (odostusarvo 1/p)
[ ®
s=4

Asiakkaiden lukuméérd N kelpaa tilamuuttujaksi

- maaraa yksikasitteisesti palvelussa olevien ja odottavien asiakkaiden lukumadgrat

- minka tahansa saapumisen tai poistumisen jalkeen palveltavana olevien asiakkaiden
jéaljellaolevat palveluajat ovat Exp(u)-jakautuneita (muistittomuus)

A A A A A A A A A
N S S N X N
e - 4 N A MO Y Y Y~

poo20 3p 4p 4p 4p 4p 4p 4p

10
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Esim. 2.  Kutsuesto ATM-verkossa

ATM-verkon virtuaaliviylalle (VP) tarjotaan kahdenlaisia kutsuja.

Ry = 1Mbps Ry = 2Mbps
A1l = saapumisnopeus Ao = saapumisnopeus
(1 = keskim. pitoaika to = keskim. pitoaika

a) Vaylan kapasiteetti on suuri (&éreton)

Markov-prosessin tilamuuttujana on téssa esimerkissa pari (N1, N ), missé N; kertoo paallaolevien,
luokkaan ¢ kuuluvien kutsujen lukuméaran tarkasteluhetkella.
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Kutsuesto ATM-verkossa (jatkoa)

b) Véaylan kapasiteetti on 4.5 Mbps

Ny
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