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M /G /1-jono

M (memoryless):  Poisson-saapumisprosessi, intensiteetti A
G (general): yleinen palveluaikajakautuma, keskiarvo S = 1/pu
l: yksi palvelin, kuorma p = AS (stabiilissa jonossa on p < 1)

Jérjestelméssé olevien asiakkaiden lukuméérda N (t) el muodosta endd Markov-prosessia.

e Todennikoisyys (aikayksikkod kohden) jérjestelmén siirtymiselle tilasta { IV = n} tilaan
{N = n — 1} eli asiakkaan poistumiselle riippuu myos siitd ajasta, jonka palveltavana
oleva asiakas on jo palvelua saanut;

— tétd informaatiota ei sisélly muuttujaan N ()

— ainoastaan eksponentiaalisen palveluaikajakauman tapauksessa jo saadun palvelun
kestolla ei ole merkitystd (muistittomuus)

Tésta huolimatta M /G /1-jonon keskimaardinen jononpituus, odotusaika ja viipyméaaika voidaan
selvittda. Pollaczek-Khinchinin kaavoina tunnetut tulokset johdetaan seuraavassa.

Osoittautuu, ettd myos asianomaisten suureiden jakaumat voidaan selvittad. Upotetun Markovin
ketjun tarkasteluun perustuva johto esitetdéin keskiarvokaavojen kasittelyn jélkeen.
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Pollaczek-Khinchinin keskiarvokaava

Helpointa on léhted liikkeelle odotusajan W odotusarvosta. W on aika, jonka asiakas joutuu
odottamaan palveluun pédsya (aika “odotushuoneessa” eli varsinaisessa jonossa).

EW]| = E[N,] - E[S] +  E[R] (R = residuaalinen palveluaika)
N — —— ——
odottavien asi- keskima&rdinen tekeméton tyo
akkaiden lkm  palveluaika palvelimessa

edessa olevien odottavien asiakkaiden
palveluun keskiméérin kuluva aika

e Suure R on palvelimessa olevan asiakkaan jiljelldoleva palveluaika (tekeméton tyo ilmais-
tuna tyon purkamiseen kuluvana aikana).
Jos palvelin on tyhja (eli systeemi on tyhji), on R = 0.

e Saapuvan asiakkaan odotusajan laskemiseksi tarvitaan /N,:n (odottavien asiakkaiden lkm)
asiakkaan saapumishetkelli.

e Poisson-prosessin PASTA-ominaisuuden perusteella saapuvan asiakkaan ndkemét jakau-
mat ovat samat kuin jakaumat mielivaltaisella ajanhetkella.

Avainhavainto on, ettd Littlen tuloksen nojalla keskiméérdinen odotusjonon pituus E[N,]
voidaan lausua odotusajan avulla (ottamalla odotushuone mustaksi laatikoksi)

B _ E[R] Tehtaviksi jaa madrata E|R).
E[N,) = AE[W] = E[W] = 1, b — \E[S]
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Pollaczek-Khinchinin keskiarvokaava (jatkoa)

Jaljellaolevan palveluajan odotusarvo
. e . R(t) *
voidaan paatelld samanlaisen graafisen

tarkastelun avulla, jota kéytettiin lif-

tarin paradoksin selityksessda. Kuvaa- R
ja esittdd nyt palvelimessa olevan OO0 O
tekemattomén tyon R(t) kehitystd ajan S; S,

funktiona.

Tarkastellaan pitkdd ajanjaksoa t. Odotusarvo on sahalaitakdyrin keskiarvo ja voidaan laskea
jakamalla kolmioiden pinta-alojen summa jakson pituudella.

e Nyt kolmioiden vilissi voi olla tyhjid jaksoja (jono tyhji).

e Kolmioiden lukuméara n méaaraytyy saapumisnopeuden A perusteella; odotusarvo At.

S?

DO | —

n 1
Doy
t n i—1
—~—
RS

[\D|’—‘

1 I &
R = | R(t)d {'=_3%58

Pollaczek-Khinchinin keskiarvokaava odotusajalle
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Pollaczek-Khinchinin keskiarvokaava (jatkoa)

Odotusajasta seuraa valittomasti kaava keskimédraiselle viipyméajalle systeemissé

E[T] = E[S] +E[W]
asiakkaan omaan

palveluun kuluva aika

Keskimddrdiset ajat

Neliollinen variaatiokerroin C

AE[S? 1+C;
W] = s = et c2 = VIs]/misP
E[T] = E[SH;(\]E [igp]) = (1+1+QOU '1fp>'E[5] e (V[S];]j[i;]
= (1+C7)-E[S]?

Soveltamalla Littlen tulosta saadaan vastaavat lukuméaarakaavat.

Keskimadrdiset lukumdadrat

E[N,] = AE[W] = ;‘(1E£Sp]) _ 1+2CU _ 1[1 .
P AR AE[SH?A(lEESp]) -7 +1+20U | 1p_p
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Huomioita PK-keskiarvokaavoista

e Keskiarvosuureet riippuvat vain palveluaikajakauman keskiarvosta E[S] ja varianssista
V[S] mutta eivit muista momenteista.

e Kaikki keskiarvot kasvavat lineaarisesti varianssin mukana.
e Stokastisuus, ‘sekasorto’, lisdé jonotusaikoja ja jononpituutta.

e Kaavat muistuttavat M /M /1-jonon vastaavia kaavoja; ainoa ero on kaavoissa esiintyvai
ylimédriinen tekija (1 4+ C2)/2.
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PK-keskiarvokaavat M /M /1- ja M /D /1-jonoille

M /M /1-jono M /D /1-jono
Eksponenttijakauman tapauksessa pétee Vakiopalveluajan tapauksessa patee
VIS]=E[S]* = C*=1 VIS]=0 = (=0
2 2
p p L p
E|N| = = — E|N| = —
N = o+ - N T
BT = (1+ ") E[$] = L g BT = (1+ ! ). g[S
L—0p L—0p 21—0p

Tavalliset M /M /1-jonon kaavat Tekija 1/2 “odotushuoneosuuksissa’



J. Virtamo Liikenneteoria ja liikenteenhallinta / M /G /1/-jono 7

Esimerkki.
ATM-multiplekserin ulostulopuskurin jonoa
voidaan likiméérdisesti kuvata M /D /1-jo- _ -
nona. - \ - 2.7 us
S I s e B —
Vakiopalveluaika tarkoittaa nyt sita, etté | BQF,'_H -
=Poisson 155 Mbps

ATM-solu on vakiomittainen (53 oktettia)
ja sen lahetysaika linkille on vakio.

Jos linkin nopeudeksi oletetaan 155 Mbit /s, niin lahetysaika on S = 53 - 8/155 us = 2.7us.

Kysytadn, mikd on puskurin keskimddrdinen miehitys (mukaanlukien kulloinkin ldhetet-
tavand oleva solu) ja solun puskurissa kokema keskiviive, jos linkilld kulkeva informaa-
tiovirta on keskimdadrin 124 Mbit/s?

Linkin kuormitusaste on p = 124/155 = 0.8.

Talloin
1 0.8
[ ] 08+2 1 —0.8
1 0.8
7] <+2 03 7us = 8.1 pus
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M /G /1-jarjestelmin jononpituusjakauma

Jononpituus N; M /G /1-jonossa ei muodosta Markovin prosessia.

e Pelkkd lukumaari ei kerro, milla todennékoisyydella palveltavana oleva asiakas poistuu
systeemistéd, vaan ko. todennakoisyys riippuu myos jo saadun palvelun kestosta.

Kuten edelld néhtiin, keskiméaariisen jononpituuden kaava voitiin johtaa helposti. Myos jonon-
pituusjakauma voidaan selvittdid. Tahén on kaksikin eri tieté:

1. Ensimméinen perustuu havaintoon, ettd jirjestelméssé oleva tekemiton tyo X; (tai vir-
tuaalinen odotusaika V;) muodostaa Markovin prosessin. Markovisuus on valitun satun-
nalsprosessin, el systeemin, ominalsuus.

e X;mn kidyttaytymistd voidaan karakterisoida seuraavasti: kun saapumisia ei tapahdu
X; pienenee vakionopeudella C' (aina kun X; > 0). Lisdksi aikayksikkod kohden on
olemassa todennékoisyys A uuden asiakkaan saapumiselle, joka tuo mukanaan annetun
jakauman mukaisen tyomadran. Karakterisoinnissa ei tarvita tietoa X;:n historiasta.

e Teknisend hankaluutena on, ettd X; on jatkuva-arvoinen satunnaisprosessi. Ongelma
ei ole kuitenkaan merkittava.

2. Toinen perustuu havaintoon, ettd on mahdollista 16ytaa upotettu Markovin ketju, josta

haluttu jakauma voidaan selvittdd. Seuraavassa kdaytetddn tatda upotetun Markovin ketjun
menetelmas.
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Upotettu Markovin ketju

Upotetun Markovin ketjun muodostaa poistuvan asiakkaan jalkeensa jattama jono (asiakkaiden

lukumééra systeemissi). Se etta tamé todella on Markovin ketju, perustellaan hiukan myshemmin.

Merkitdan
N* = saapuvan asiakkaan nidkemé jononpituus (jononpituus juuri ennen saapumista)
Ni = poistuvan asiakkaan jdlkeensa jattama jononpituus
N = jononpituus mielivaltaisella hetkell&

Poisson-saapumisten PASTA-ominaisuuden perusteella pétee N* ~ N

Liséksi mille tahansa jérjestelmaélle, Todistus:

jossa saapumisia ja polstumisia
tapahtuu yksitellen, pétee

i+1—

* * P \ / Lrl
Ny~ NZ N*=i N

(ns. tasonylitysominaisuus)

Tapahtumat {N* =i} ja { N} =i} esiintyviit pareittain.
P{N* =i} =P{N? =i} = N'~N
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Upotettu Markovin ketju (jatkoa)

On osoitettu NI ~ N* ja N* ~N. = NT ~N

Jononpituuden N jakauman selvittamiseksi mielivaltaisella hetkella riittda selvittaa jakauma
asiakkaiden poistumisten jilkeisind ajanhetkina.

Seuraavassa keskitytddn tarkastelemaan Markovin ketjua N7, jota seuraavassa lyhyyden vuok-
si merkitaan N:1l4.

Erityisesti merkitaan

N = jononpituus asiakkaan k poistumisen jélkeen
Vi =  asiakkaan k palveluaikana saapuneiden uusien asiakkaiden lukuméara.

—

Ni-1

Ny
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Upotettu Markovin ketju (jatkoa)

Viite: Diskreettiaikainen prosessi Ny muodostaa Markovin ketjun (ei kuitenkaan SK-prosessia).

Todistus: Kun Ny on annettu, Ny,1 voidaan kirjoittaa tamén ja (Ng:sta ja erityisesti sen
historiasta) riippumattoman satunnaismuuttujan V.1 avulla:

Ny —=1+Vi, Np2>1

Niy1 =
Viet1, N =0 (= Nk + Vi)

e Jos NV, > 1, niin asiakkaan k poistuessa asiakas k+ 1 on jonossa (yksi Nj:sta asiakkaasta)
ja siirtyy palveluun.

Asiakkaan k + 1 poistuessa jono vihenee yhdelld. Télla vélilla (asiakkaan k + 1 palvelu-
aikana) on saapunut V1 uutta asiakasta.

e Jos N, = 0, jono jad tyhjiksi asiakkaan k jilkeen. Asiakkaan k+ 1 saapuessa jononpituus
kasvaa yhdelld ja vastaavasti vihenee yhdelld asiakkaan k + 1 poistuessa. Jonoon jaavat
ne, jotka ovat saapuneet asiakkaan k£ + 1 palvelun aikana.

e Koska eri asiakkaiden palveluajat ovat riippumattomia ja saapumiset poissonisia, ovat
saapumisten maarat V; toisistaan riippumattomia. Lisdksi Vj.q on riippumaton jonon-
pituusprosessista ennen asiakkaan k poistumista eli Ny:sta ja sitd edeltdneistd arvoista.

Ny 1:n stokastinen kayttdaytyminen riippuu Ny :sta muttel aikaisemmista arvoista. MOT.
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Upotettu Markovin ketju (jatkoa)

N.—1, Ny>1

Merkitaan N, = (N, — 1) =
Ny (=0), Ny=0

Hypyt ylospéin voivat olla mielivaltaisen suuria.

Tallsmon | Nyyy = Ny + Vi Alaspiin tullaan askel kerrallaan.

e Tasapainotilanteessa (kun alkutilainformaatio on unohtunut) satunnaismuuttujat Ny, Npiq,. ..

ovat samoinjakautuneita.

e Niin myo0s satunnaismuuttujat Nk, Nk+1, ... ovat keskendan samoinjakautuneita.
e Satunnaismuuttujat Vi, Vi1, ... ovat jo alunperin samoinjakautuneita.

Merkitadn vastaavia geneerisia tasapainojakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia ilman in-
deksejd, joten

N=N+V

Koska V' ja N ovat riippumattomia, generoiville funktioille pétee

Gn(z) =Gx(2) - Gv(z) Tehtévand on nyt laskea G (z) ja Gy (z).
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N:n generoivan funktion palautus N :n generoivaan funktioon

Gy(2) = E[V]

= 0. P{N =0} +§ziP{N:z’}

PINZOIP(N=1} T P{N—it1)

— P{N:O}Jr% > 2P{N =i}
=1

— P{N:O}(1—§)+l > 2P{N =i}

Z =0

1—
! Gn(2)

On saatu tulos

Go(2) — Gn(z) — (1 =p)(1 —2) missi p = AE[S]
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Palveluaikana tulevien Poisson-saapumisten lukumddrd

Olkoon X mielivaltainen satunnaismuuttuja (aikavili).

Halutaan selvittdd Poisson-prosessista (intensiteetti A) véliin X tulevien saapumisten lukuméérin
K jakauma ja erityisesti sen generoiva funktio G (2).

Gr(z) =E["] =E[ E["|X] | = Ele "M =X*((1-2)A) | X"(s)=E[e™"]
K ~Poisson(AX)
Yleisesti | Gr(z) = X*((1 — 2)A) Erityisesti | Gy (z) = S*((1 — 2)\)

Tulos voidaan johtaa myos alkeellisemmin

(AZ‘) e—)\a:

Gr(z) = g’oozip{K — i) = ij % /0°° PIK =i|X =2} fx(z)dz

0 )\
_ /0 fX(SC)G_)\x izo QSZ /0 —)\x )\a:zdx_/o fX —(1— z))\xdaj

— X*((1-2)\)
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Palveluaikana tulevien Poisson-saapumisten lukumddard (jatkoa)

Tulos voidaan tulkita kollektiivisten merkkien avulla:

e Kollektiivisten merkkien menetelmén mukaan tulkittuna Gg(2) tarkoittaa todenndkoi-
syytta, ettei yksikdan valille X tulleesta K :sta saapumisesta ole merkitty, kun kukin
saapuminen merkitddn muista riippumatta todennékoisyydelld (1 — 2).

e Merkityt saapumiset muodostavat satunnaispoiminnalla saadun Poisson-prosessin, jonka
intensiteetti on (1 — 2)A.

e Laplace-muunnoksen tulkinta kollektiivisten merkkien avulla: X*(s) on todennédkdisyys,
ettei vilille X tule yhtddn saapumista Poisson-prosessista, jonka intensiteetti on s:

X*(s) = Ele”**] = E[P{0 saapumista vililli X | X'}] = P{0 saapumista valilld X}

e Kun merkintdprosessin intensiteetti on (1 — z)\, merkittomyystodennékoisyys on vas-
taavasti X*((1 — 2)\).
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Pollaczek-Khinchinin muunnoskaava jononpituudelle

Kootaan tulokset yhteen
Gn(z) — (1= p)(1 —2)

<

On(z) = Gy(2) - Gv(z) = -S7((1 = 2)A)

Téastd voidaan ratkaista Gy(2)

02 . L= -2
gn(z) = S (1= 20— = ST = 2)A) = 1 — 2/S((1 — 2)A)

Esimerkki. M /M /1-jono

S~ Exp(p) = 5%$=Sju
) _ iz _ 1 _
S =24 = 1—2)A+p (1—2)p+1 =M
1-p)l=2  (1-pl—2) 1-p

Gnlz) = 1—2((1—2)p+1) (1—2)(1—pz) 1—pz

= (1—p)(1+ (pz)+ (p2)* +--) (generoi M /M /1-jonon jakauman)
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M /G /1-jono: viipymisajan T jakauma

Edelld johdettiin kaava asiakkaan jélkeensd jattémén jonon N (tdydellisempi merkintd N7)
jakaumalle, joka todettiin samaksi kuin jononpituuden jakauma mielivaltaisella ajanhetkelld.

Tuloksen perusteella voidaan péételld enemménkin, nimittédin asiakkaan systeemissé viettamén
kokonaisajan eli viipymisajan T jakauma (odotusarvolle johdettiin jo aikaisemmin Pollaczek-
Khinchinin keskiarvokaava,).

Avainhavainto pééttelyssd on, ettd asiakkaan jilkeensd jattdmé jono N muodostuu niisté
asiakkaista, jotka ovat saapuneet asiakkaan systeemisséiolon aikana.

Jélleen voidaan soveltaa yleista tulosta satunnaisessa aikavélissa tapahtuvien Poisson-prosessin
saapumisten lukuméarin generoivalle funktiolle

gn(2) =T ((1—2)N) missd T (-) on systeemissioloajan Laplace-muunnos.

Huomautus: Laskemalla derivaatta z:n suhteen pisteessid z = 1 saadaan

E[N] = Gy(1) = =AT*(0) = AE[T]
—E[T]

Nain pitaakin olla Littlen tuloksen perusteella.
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M /G /1-jono: viipymisajan jakauma (jatkoa)

On saatu yhtalo

T =) = o Py s 5T = )

Téssd z on vapaa muuttuja. Merkitdin s = (1 — z)A eli z =1 — s/, jolloin

1 —
T*(s) = p _()\ - f\?* B S*(s) Pollaczek-Khinchinin muunnoskaava viipymisajalle

Esimerkki. M /M /1-jono

S~Exp(p) = S(s)= "

S+ W
T*(s) = (1—p)s poo o A=p)s  p_ p—A
s AN st s st s+ (p—A)
S+ W S+ W

= T ~ Exp(p — A) , kuten jo aikaisemmin on todettu.
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M /G /1-jono: odotusajan W jakauma

Yleisesti pitee T'= W + S
odotus palvelu

Koska W ja S ovat riippumattomia, Laplace-muunnoksille pétee
T"(s) = W'(s) - 57(s)

jolloin T™(s):n kaavasta voidaan identifioida

(1—-p)s

Wis) = T A ()

Pollaczek-Khinchinin muunnoskaava odotusajalle

Lauseke voidaan kirjoittaa myts muotoon

Wi(s) = —— L | p=EIS

1, = \7)
P sE[S]

Merkitdaan nyt R:1ld palvelimen jéljelldolevaa palveluaikaa ehdolla, ettd palvelimessa on asiakas.

Voidaan osoittaa (harjoitustehtéva), ettd R:n tiheysfunktio on

1= Fs(t)
- E[S]

R*(S) _ 1 — S*(S)

= W*(s)

Jalt) SE[S] T R (s)
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W*(s)-kaavan tulkinta

1 — 00
D S (1— p)p"R(s)"

Wils) = 1 —pR*(s) =0

e Asiakkaan kokema odotusaika W on Poisson-saapumisten PASTA-ominaisuuden perus-
teella jakautunut kuten virtuaalinen odotusaika (tekeméton tyo aikayksikoissa ilmaistuna)
mielivaltaisella ajanhetkella.

e Virtuaalinen odotusaika jonossa on riippumaton vuoronjakomenetelmésti (perustellaan
my6hemmin) ja on tavallisessa FIFO-jonossa sama kuin esim. PS-jonossa (Processor Shar-

ing).

e M /M /1-PS-jonon jononpituusjakauma m, = (1 — p)p" on palveluajan jakaumasta riip-
pumaton eli patee myos M /G /1-jonolle (FIFO-jonon tapauksessa néin ei ole asian laita).

e PS-jonossa mielivaltaisella hetkelld oleva tekeméton tyo muodostuu eri asiakkaiden jéljella-
olevista palveluajoista. Voidaan osoittaa, ettd ehdollistettuna jonossa olevien asiakkaiden
lukumadraén n, ndiden asiakkaiden jéljellaolevat palveluajat toisistaan riippumatta jakau-
tuvat kuten R. Kyseisten asiakkaiden yhteenlasketulla jaljelliolevalla palveluajalla on
Laplace-muunnos R*(s)".

e Kokonaistodennikoisyyden kaavan mukaan ylldoleva kaava antaa PS-jonon (ja siis myos
FIFO-jonon) virtuaalisen odotusajan Laplace-muunnoksen.
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21

Virtuaalinen odotusaika (tekemdtin tyo) jonossa on palvelujirjestyksestd riippumaton

e Jos vuoronjako on ns. tyon sdilyttava
(work conserving) eli jonoa puretaan
alna kun tekemaéatontd tyotd on varas-
tossa, el kiirejakson pituuden kannalta ole
valid, mikéa asiakkaiden palvelujérjestys
on eli mille jonossa olevalle asiakkaalle
palvelua kulloinkin annetaan; kokon-
aisty® on “anonyymia tyota’” .

e Vuoronjako vaikuttaa /Ny:hen mutta ei
Xi:hen tai Vi:hen.

FIFO

'l =N B

LIFO

virtuaalinen
odotusaika

jononpituus

virtuaalinen
odotusaika

jononpituus
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M /G /1-jonon kiirejakso: odotusarvo

Palvelin on vuorotellen kdynnissa ja jouten. Kiirejaksolla

tarkoitetaan yhtendistd jaksoa, jonka palvelin kerrallaan DIZHZ|| I — —

on kdynnissd. Kahden kiirejakson vélissd on joutojakso. 1A E[B]

B = kiireiak :
Merkitain _ 11reJ§ son plt.UUS
I = joutojakson pituus

Poisson-prosessissa saapumisvéliajat ovat Exp(A)-jakautuneita. Témén muistittomuudesta
johtuen joutojaksot (aika kiirejakson pédttymisestd seuraavaan saapumiseen) noudattavat

samaa jakaumaa, I ~ Exp(A), joten ElIl=1/\|

Palvelimen kuorma p = AE[S] on Littlen lauseen mukaan sama kuin keskimédrdinen asi-
akkaiden lukuméari. Koska palvelimessa voi olla kerrallaan vain yksi asiakas, kyseinen odotusar-
vo on sama kuin todennékoisyys, ettd palvelimessa on asiakas ja tdmé on edellen sama kuin
aikaosuus, jonka palvelin on kaytossa:

AE[S] = — Bl ElB N BB ="

B 1 E[9]
E[B] +E[I] E[B]+ 1/ T1-p A 1—p

M /M /1-jonon tapauksessa tdiméa on sama kuin E|[T]:n kaava eli sama kuin asiakkaan keskiméérdinen
viipymé systeemissal
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Kuirejakson atkana keskimddrin palveltujen asiakkaiden lukumddrd

Kiirejakso muodostuu aina tietyn asiakasjoukon téaydellisestéd palvelemisesta.
Olkoon jakson aikana palveltujen asiakkaiden lukuméérd IV,. Péételladan odotusarvo E[IV).

e Jokaisen kiirejakson ensimmaéinen asiakas nikee systeemin tyhjanéd, muut ei-tyhjana.
e Saapuva asiakas nikee siten systeemin tyhjani todennédkoisyydella 1/E[Ny].
e Todennakoisyys, ettd systeemi on tyhja satunnaisella ajanhetkelld on 1 — p.

e PASTA-ominaisuuden perusteella namé todennékoisyydet ovat yhtéasuuret.

1
= B[Ny = -,

Koska asiakkaan keskiméérainen palveluaika on E[S], tistd seuraa uudelleen, etta

s - EBL



J. Virtamo Liikenneteoria ja liikenteenhallinta / M /G /1/-jono 24

M /G /1-jonon kiirejakson pituusjakauma

B = kiirejakson kesto
Merkitasan S = kiirejakson aloittavan asiakkaan palveluaika
V' = téna palveluaikana saapuneiden uusien asiakkaiden lukumaééra

Kiirejakson kesto on riippumaton palvelujar-

jestyksestd, kunhan tdmaéa on tyonsailyttava.

Tarkastelua varten voidaan siten valita mika h T h
tahansa vuoronjakomenetelmé. Helpointa on | N ) N | N | E
tarkastella pinoa eli LIFO-jonoa. %1 %2

— — — s

e Ensimméinen kiirejakson aikana saapuva asiakas keskeyttédd kiirejakson aloittaneen asi-
akkaan palvelun.

e Kun tarkastellaan jaksoa tésta hetkesta sithen asti, kun kiirejakson aloittaneen asiakkaan
palvelua jatketaan, havaitaan ettd ko. jakso itse muodostaa kiirejakson, joka on jakautunut
samalla tavalla kuin B, ns. “minikiirejakson”.

— Voi tuntua paradoksaaliselta, ettéd kiirejakson sisdlld voi olla samalla tavalla jakau-
tuneita minikiirejaksoja. Minikiirejaksojen lukumééran odotusarvo on kuitenkin < 1.

e Tillaisia minikiirejaksoja on V' kappaletta: aloittavan asiakkaan palvelu tapahtuu palois-
sa, joista kunkin kesto ~ Exp(\) (viimeista lukuunottamatta); minikiirejaksojen lukuméaara
on sama kuin palojen rajakohtien lukumaéaré, joka on sama kuin saapumisten mééra
Poisson(\)-prosessista aikana S.
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M /G /1-jonon kiirejakson pituusjakauma (jatkoa)

B=S+By+By+--+By, V=012..  B~B~DBy~-~DBy

B*(s) = E[e™F] = E[E|E|e~*P|V,8]|S]] = E[E[E|e-sHBirBr-+Bv) |V g | 9]

= E[B[e*SB [Pt |V, 5| S]] = E[Ele*SEle )

_ E[e—sSE [B*(S)V ’ SM _ E[e—(er/\(l—B*(s)))S]

o—(1=B*(s))AS

Esimerkki: B:n ensimmaisen momentin laskeminen

E[B] = —B"(0) = 5™ (0)(1 — A B"(0))

—E[9] —E[B]
E
= E[B] = 1[5]0 ,  missd p = AE[9]

Tamé on yhtéapitava aikaisemmin johdetun tuloksen kanssa.

Vastaavalla tavalla voidaan johtaa B:n korkeampia momentteja.

LS

TBGs)

B*(s) = S*(s+ A — AB*(s)) Takacsin yhtalo (funktionaaliyhtéls) B*(s):lle
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M /G /1-jonon jononpituusjakauman algoritminen laskenta

Edelld on johdettu tulos, Pollaczek-Khinchinin muunnoskaava, jononpituusjakauman gen-
eroivalle funktiolle.

e Tulos on teoreettisesti téarked.

e Sen avulla voidaan helposti johtaa mm. jakauman momentteja.

e Itse jakauman (todennékoisyydet, joilla eri jononpituudet esiintyvét) laskemiseen tulos ei

kuitenkaan ole kovin kéyttokelpoinen, koska z-riippuvuus siind on monimutkainen.

Jononpituusjakauma on kuitenkin mahdollista selvittdd laskennallisesti (ei suljetussa muodos-
sa kaavana) hyvin suoraviivaisella tavalla. Seuraavassa esitetdédn tahdn soveltuva algoritmi.

Tarkastellaan jalleen upotettua Markovin ketjua N, eli jononpituutta heti jonosta poistumista
seuraavina ajanhetkiné. Todettiin, etta tama ketju kehittyy seuraavasti:

N B N.—1+4+V kun N >1
EAE N I Ve kun N =0

misséd V' on asiakkaan k 4 1 palveluaikana saapuneiden uusien asiakkaiden lukuméaara.
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Palveluaikana saapuvien uusien asiakkaiden lukumddrdin V' jakauma

Merkitadan

{ki = P{V =1}

fs(x) = palveluajan S tiheysfunktio

Kokonaistodennakoisyyden kaavan mukaan pétee

' )

ki =P{V =i} = [TP{V =i|S =z} fs(x d:c—/o e fs(w)dx

—M‘f() i=0,1,...

b= 2

Kun saapumisintensiteetti A ja palveluajan tiheysfunktio fs(z) on annettu, todennikoisyydet
k; voidaan laskea ainakin numeerisesti. Joidenkin yksinkertaisten jakaumien tapauksessa in-
tegrointi voidaan tehda analyyttisesti.

Esimerkki. Eksponentiaalinen palveluaikajakauma (M /M /1-jono)

b=

Geometrinen jakauma: “\ ja p kilpailevat”; “\ voittaa” ¢ kertaa, kunnes “haviaa p:lle”.

e uxd$_< A )i poo 1 Ooyi _ydy:( A )z iz muuttujan vaihto

z'. A+ )\+,u50 Ap | y=A+px

2!
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Upotetun ketjun swirtymdatodenndkoisyysmatriisi

Suureen N kehittymistd koskevasta yhtélostd nahdédn tilasiirtymédtodennakoisyydet
) ) P{V:j—l—l—l} = k’—z’—i—l JOSZZl

Pij = PANke1 = j| N = 1} = o : .
P{V =j —i} = kj_ josi =0

Tilasiirtyméamatriisi ja -kaavio ovat siten .

ko ki ke k3
ko ki ko k3
P=|0 ky Kk £k
0 0 ky ki

Leikkausmenetelmé antaa rekursiokaavat
]{071'1 == (/ﬁ + kz + .. .)7’(’0

]{071'2 (/€2+I€3‘|—...)7T0—|—(/€2‘|—]€3—|—...)7T1
koms = (/f3-|—]€4-|—...)7T0-|—(/f3-|—]€4-|—...)7T1-|—(/€2-|—]€3-|—...)7T2

kom;, = (/fi"‘kﬂ_l"_...)ﬂ'()‘l_(/fi"‘kﬂ_l"_...)7Tl‘|_...+(k2+/€3+...)ﬂ'z’_1

joista 7;:t voidaan perdkkain ratkaista lahtien tunnetusta arvosta my = 1 — p.
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Rekursiokaava (jatkoa)

Merkitaan: a; = ki1 +kio+ kivs+...=P{V > i}

29

ts. a; on todennékoisyys sille, ettd palveluaikana S saapuu vahintaédn ¢ + 1 uutta asiakasta.

Taméan avulla kirjoitettuna yleinen rekursioaskel saa muodon

1 i1
™ = /{_ (aimo + Zl CLZ‘jT('j)
0 J=

Rekursio alkaa arvosta mp =1 — p.

Koska ko + k1 + ko + ... = 1, pitee
/ﬁ():l—(lﬁ—l—/@‘l—...):l—a().
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Rekursiokaava (jatkoa)

Kertoimia a; ei tarvitse laskea méaaritelméan mukaisen sarjan summana, vaan niille saadaan
yksinkertainen integraalilauseke. Merkitaan X;:lla yleista viliaikaa Poisson-saapumisproses-
sissa, jonka intensiteetti on A\, X; ~ Exp(A). Télloin méaritelman mukaan on

CLZ':P{S>X1—|—X2—|‘"'—|—XZ'+1}

Summa X7 + Xo + - -+ + X; ;1 noudattaa jakaumaa Erlang(i + 1, A) ja sen tiheysfunktio on
e M (A\x) /il

Ehdolla, ettd kyseisen summan arvo on x, laskettavan todennékoisyyden antaa S:n hantajakau-
mafunktio Gg(z) = 1 — Fs(x). Kokonaistodennékoisyyden kaavan mukaan on siten

o0 )\ﬂjz —\z o0 ! _
a; = |, Gs(x)( . S N =/, Gs(y/)\)%e Ydy

7!

Téastéd a;:t voidaan laskea

numeerisesti.
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Adrellinen M/G/1/K-jono ,
Jonossa on K systeemipaikkaa (palvelin + odotu-

spaikat).

Jononpituusjakauma  &arelliselle  systeemille
voidaan  johtaa  vastaavasta  ddrettomén

jonon jakaumasta. Téahén tarvitaan muuta-
ma paattelyaskel.

Tarkastellaan jalleen upotettua Markovin ketjua, jonka muodostaa lihtevéan asiakkaan jalkeensa
jattama jononpituus N.

Ensimmaéinen havainto on, ettd suurin arvo, joka /N:114 voi olla, on K — 1. Jono on voinut olla
ennen poistumista taynna, N = K, mutta poistumisen jalkeen asiakkaita on yksi vihemmén.

Toinen havainto on, ettd tilaan K — 1 asti tilasiirtymékaavio on tédsmaélleen sama kuin
Adrettomaéssd systeemissid. Ainoa ero on, ettd kaikki siirtymaét, jotka olisivat darettoméssé
systeemissé johtaneet tilaan N > K — 1, aiheuttavat nyt sen, ettd poistuneen asiakkaan
palveluaikana jono on tayttynyt ja asiakkaita on vuotanut yli. Lopputuloksena on, etté kaikki
namaé siirtymaét johtavatkin suoraan tilaan K — 1 kuvan mukaisesti.

Olennaista on, etta siirtymét kaikkien tilan K —1 alapuolella olevien leikkausten yli ovat samat
kuin aarettomassa systeemissa. Tilatodennakoisyyksien suhteet pysyvat samoina. Jakauma

saadaan uudelleennormittamalla.
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Adrellinen M/G/1/K-jono (jatkoa)

Merkitdan
7TZ-<OO> = tn., jolla ldhtevéa asiakas jattda taakseen jononpituuden ¢ ddrettomaéssé systeemissa
7TZ'(K> = tn., jolla ldhtevéa asiakas jattédd taakseen jononpituuden ¢ adérellisessd systeemissé

(00)
7TZ~(K) = # P~ 01 K1 Todennakoisyydet 7TZ-(OO> lasketaan edelld
7T]<OO) Y esitetylld algoritmilla.
j=0

(K)

Tasonylitysargumentin avulla paatellaan, etta ;" * antaa myo6s todennékoisyyden, jolla jonoon
hyviksytty saapuva asiakas nikee edessdan jononpituuden ¢:

- tilasta ¢ tapahtuu yhté paljon siirtymié tilaan ¢ + 1 kuin tilasta ¢ + 1 tilaan 2
(K)

- on vain huomattava, ettd kaikki saapumiset eivit pédse sisdén, ja niin ollen ;" el ole
saapuvan asiakkaan nikemad tilatodennékoisyys
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Adrellinen M/G/1/K-jono (jatkoa)

Merkitdaan toistaiseksi tuntemattomia saapuvan asiakkaan nikemia tilatodennakoisyyksia p;:114,
i=0,1,..., K (huom. asiakkaan saapuessa jono voi olla myos tilassa K). PASTA:n perus-
teella p; on myos tasapainotodenndkoisyys mielivaltaisella hetkelld.

Merkitdan
X* = saapuvan asiakkaan ndkemaé jononpituus
A = asiakas padsee jonoon sisddn = {X* < K'}

A = asiakas estyy = {X* = K}
Kun ¢ < K, pétee

pi=P{X" =i} = PLX" =i A} PLAY+ P{X" =i A} P{A} = (1 —pi)m, ™, i< K

(K) 1-pg 0 PK

Tuntemattoman px:n maaradmiseen kidytetddn ehtoa, ettd jonoon péadsee sisddn asiakkaita
keskiméarin samalla frekvenssilla kuin niitd poistuu jonosta (p = AE[S]):

1

M1 = pr) = (1= po)/BIS] = (1= (1 = p)m )/E[S] = 1—px=—"5
p+ T
W(K) 1
pi=—=ut | i=0,1,...,K—1 pr=1-—155

p+ i p+ T
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Aidrellinen M/G/1/K-jono (yhteenveto)

Kootaan kaikki tulokset yhteen jattden valivaiheet pois ja muokaten lopputulosta:

Ensin lasketaan darettoman systeemin jononpituusjakauma rekursiivisesti:

) =1-p

) _ L (o) N (e0) IR Ci) [
T o (azlﬂo +]§1 AT, ) a; /0 s(x)~—=Xe T

missid Gg(x) on palveluajan S hantdjakauma.

Sitten lasketaan ddrettoméan jonon hintatodennikoisyys (joka on yleensd pieni)
00 K—-1
= M =1- % x>
i=K i=0

Naiden avulla voidaan lopputulos kirjoittaa

(00) 1 —
_ T i=0.1,... K—1 (L= pax
1 —qxp 1 —qxp

S
=
|

Di




