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Poisson-prosessi
Yleista

Poisson-prosessi on erés keskeisimmisté jonoteoriassa kidytetyistd malleista.

e Hyvin usein asiakkaiden saapumisprosessia jonoon kuvataan Poisson-prosessin avulla.

e Telelitkenneteoriassa “asiakkaat” ovat usein yhteyksid (esim. puheluita) tai paketteja.
Poisson-prosessi onkin hyva malli silloin, kun yhteydet tai paketit ovat perdisin hyvin
suuresta joukosta toisistaan riippumattomia kéayttajia.

Seuraavassa voidaan konkreettisuuden vuoksi ajatella, ettd Poisson-prosessi kuvaa diskreetteja
saapumisia.

N(t)

Matemaattisesti itse prosessia kuvataan ns. laskuriprosessin Ny tai N(t) avulla. Laskuripros-
essi kertoo saapumisten lukuméérin aikavélissé (0, t) tai yleisemmin vélissa (¢q, t2).

N(t) = saapumisten lukumééra aikavilissa (0, t) (tutkittava stokastinen prosessi)
N(ty,ts) = saapumisten lukuméira aikavilissi (t1, to) (lisdysprosessi N (to) — N(t1))
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Yleista (jatkoa)
Poisson-prosessia voidaan luonnehtia eri tavoin:

e Riippumattomien lisdysten prosessi
e Puhdas syntymaposessi

— saapumisintensiteetti A (keskimédrdinen saapumisnopeus; saapumistodennakoisyys

aikayksikkod kohden

e “Satunnaisin mahdollinen” prosessi, jolla on intensiteetti A
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Maaritelma

Poisson-prosessi voidaan méaritellda kolmella keskendén ekvivalentilla tavalla:

1. Poisson-prosessi on puhdas syntyméprosessi:
Infinitesimaalisena aikavélind dt voi tulla vain yksi A l l l l l l l l

saapuminen. Tamaé tapahtuu todennakoisyydella Adt
taysin riippumatta saapumisista muina ajanhetkiné. dt

2. Saapumisten lukuméadra N (t) ddrellisend aikavaling ¢
noudattaa Poisson(At)-jakaumaa,

SO L

t
P{N(t) = n} = i e :nt:ll:l‘ :Ilt:II:I
n: 1 2
Liséksi saapumisten lukuméérit N(t1,to) ja N(t3,t4) DPoisson(Aty) HPoisson(Aty)
vhteispisteettomissi aikavéleissa () < to < t3 < ty)
ovat riippumattomia.
3. Saapumisten véliajat ovat toisistaan riippumattomia
. ) A
ja noudattavat Exp(\)-jakaumaa:
: TSI

P{saapumisvili > t} = e~ DExp()
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Mairitelmien yhtipitavyys

Esitetyt kolme maéaritelmaa ovat keskendédn yhtapitavat:

@

syntymaprosessi, A

/ N\

N(t) OPoisson(At) |«—>| valiajat OExp(A)

@ ®

Seuraavassa yhtapitdvyys osoitetaan allaolevan kuvion ehyiden nuolten osoittamien riippu-
vuuksien suunnissa. Télloin mistd tahansa ominaisuudesta seuraa kaksi muuta.

[tse asiassa implikaatio 2 — 1 ei ole yhtipitdvyyden osoittamiseksi tarpeen (koska se seuraa
implikaatioista 2 — 3 ja 3 — 1), mutta sen suora osoittaminen on helppoa.
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Mddaritelmien yhtapitivyys (1 — 2)

Osoitetaan, ettd ominaisuudesta 1 seuraa ominaisuus 2 (olennaisesti tdmé jo osoitettiin puh-
taan syntyméprosessissin kohdalla).

Oletetaan, ettd saapumiset eri véleissa ovat riippumattomia ja 0 t t+dt
P{saapuminen vilissi (¢, +dt)} = \ - dt I N §
N(O,1) N(t,t+dt)

Johdetaan yhtélo laskurin N (0, t) generoivalle funktiolle G;(2):
Gi(2) = B0

Grrar(z) = E[ZN(O’HC“)] :E[ZN<O’t)+N(t>t+dt)] — E[ZN(OJ)] E[ZN(t,tert)]

Gi(z)  (1=A-dt)204\-dt-21

= Gi(2) — Adt(1 — 2)Gi(2)

gt+dt(zd)t_gt(z> = Mz—1)Gi(2) = %gt(z) = Mz —1)Gi(z)

d
% log gt(z) = )\(Z — 1) = log gt(Z) — log gO(Z) - )‘(Z - 1)t
0

Gi(z) = eF DA Poisson-jakauman generoiva funktio
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Mddaritelmien yhtapitivyys (2 — 1)

n} = Q=M Tyllgin

n!

Oletetaan, ettd P{N(t)

Liséksi, koska ominaisuuteen 2 sisédltyy saapumis-
ten riippumattomuus yhteispisteettomissa véleissé,
valissd dt tapahtuva saapuminen on riippumaton
saapumisista vélin ulkopuolella.

P{N(dt) =0} = e =1~ \-dt + o(dt)
P{N(dt) = 1} = 2= = X dt + o(dt)

Mddritelmien yhtapitivyys (2 — 3)

Tutkitaan aikavilia X kahden saapumisen vélilla; l
{X >t} = {N(t)=0} (tapahtumat ovat identtiset) 0 | . I Il
P{X >t} = P{N(t)=0} = e valiaika X
= X ~ Exp(})

Mddaritelmien yhtapitivyys (3 — 1)

Todettiin jo eksponenttijakauman yhteydessa: Jos X ~ Exp(\), niin todennékoisyys viliajan
padttymiselle (saapumiselle) aikavalissa dt on A - dt + O(dt).
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Poisson-prosessin ominaisuuksia

Poisson-prosessilla on useita mielenkiintoisia ominaisuuksia:

1. Ehdollistaminen lukumé&éréén. Silld ehdolla, ettéd aikavilind (0, ) Poisson-prosessista on

tullut tietty mééra saapumisia, N (t) = n, ndmé n saapumista ovat toisistaan riippumatta
tasan jakautuneita kyseisené aikavélin.

e Poisson-prosessi aikavélilla (0, ¢) voidaan generoida seuraavasti:
— arvotaan pisteiden kokonaismééra n Poisson(At)-jakaumasta

— arvotaan kullekin pisteelle muista riippumatta paikka jakaumasta U(0, t)

2. Superpositio. Kahden Poisson-prosessin, joiden in-

tensiteetit ovat A\j ja Ao, superpositio on Poisson- A, | | |

prosessi, jonka intensiteetti on A = Ay + Ao.

3. Satunnaispoiminta. Jos Poisson-prosessista, jon-

A
ka intensiteetti on A, suoritetaan satunnais- I | S
poiminta siten, ettd jokainen saapuminen toi- " >p
sistaan riippumatta valitaan satunnaisesti to- l l l

dennékoisyydelld p, syntyy Poisson-prosessi inten-
siteetilla pA.
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Poisson-prosessin ominaisuuksia (jatkuu)

4. Satunnaishajoitus. Jos Poisson-prosessille, jonka in- o
1
tensiteetti on A, suoritetaan satunnaishajoitus kah- A T O Y T A >
P1

teen osaprosessiin todennakoisyyksilla p; ja  po,

missd p; + po = 1, niin tuloksena saada kaksi A I A
riippumatonta Poisson-prosessia, joiden intensiteetit 5 > P2
ovat p1A ja pao. i ) l )

(Tulos yleistyy luonnollisella tavalla hajoitukseen

useampaan kuin kahteen osaprosessiin.)

5. PASTA. Poisson-prosessilla on ns. PASTA-ominaisuus (Poisson Arrivals See Time Av-
erages): esimerkiksi jonoon tulevat Poisson-saapumiset ndkevét jarjestelmén ikdankuin
satunnaisesti poimitulla ajanhetkell.

Seuraavassa todistetaan osa néistd ominaisuuksista. Ominaisuuden 1 todistus sivuutetaan,
mutta siithen liittyvé tarkastelu on harjoitustehtavana.

Todistuksissa voidaan vapaasti kayttda hyvéiksi mitd tahansa edelld mainitusta kolmesta
Poisson-prosessin maaritelmésta.
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Todistus (ominaisuus 2, superpositio) M R
Todennéakoisyys, ettd prosessista 1 tulee saapumi- 22 | | |
nen valiin dt on Ay - dt riippumatta saapumi-

sista vilin ulkopuolella. Vastaavasti saapumisto- UL LU
dennékoisyys prosessista 2 on Ag dt. il

dt

= Superpositioprosessissa saapumistodennakoisyys valissd dt on (A1 + A\o)dt riippumatta
saapumisita vélin ulkopuolella.

= Superpositioprosessi on Poisson-prosessi, jonka intensiteetti on Ay 4+ As.

Todistus (ominaisuus 3, satunnaispoiminta)

Todennéakaisyys, ettd alkuperdisestd prosessista tulee
. . . : )

saapuminen véliin dt on \ - dt riippumatta saapumi- I A A A

sista valin ulkopuolella. > P

Satunnaispominnan jalkeen todennékoisyys saapumi- n
selle vélissi dt on p - A - dt (riippumatta saapumisista "
vilin ulkopuolella).

= Harvennettu prosessi on Poisson-prosessi, jonka intensiteetti on p - A.
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Todistus (ominaisuus 4, satunnaishajoitus)

Kumpikin satunnaishajoituksen tuloksena saaduista

L
osaprosesseista edustaa satunnaispoimintaa alku-
peréisestd prosessista ja on siten Poisson-prosessi in- | | | > i
tensiteetilla p;A. il

On vield todistettava prosessien riippumattomuus. Olkoon

{ Ni(Iy) = osaprosessin 1 saapumisten lukumééra intervallissa Iy

Ny(I5) = osaprosessin 2 saapumisten lukumééra intervallissa Io

Merkitain I = I; N I | I |
_ I
{ Ni(L) = Ni(I) + Ny (I N L) -
Ny(Iy) = No(I) + No(Io N 1) 1=1nl,

Yhteispisteettomiin vileihin 7; N5 ja I,N 1 tulleet saapumiset ovat varmasti riippumattomia.

Riippuvuutta voi olla vain Ni(I)m ja No(I):n valilld. Mutta ndmé edustavat emoprosessin
Poisson(A|7])-jakautuneiden saapumisten satunnaishajoitusta kahteen ryhméén, joiden todet-
tiin jo Poisson-jakauman yhteydessé olevan toisistaan riippumattomia.
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PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages)

Poisson-prosessin ns. PASTA-ominaisuus on erés jonoteorian keskeisia tyokaluja. Joskus tasta
ominaisuudesta kdytetaan nimitysti ROP (Random Observer Property).

Tarkastellaan mielivaltaista jéarjestelméd, joka viettda

aikaansa eri tiloissa Ej. Systeemi |

tila Ej

Jarjestelméaéan tulee poissoninen saapumisvirta inten-

siteetilla A. Tamaéa saa aikaan jarjestelméssé tilamuu-
toksia.

Tasapainotilassa tilaan £; voidaan liittda kaksi eri tilatodennédkoisyytta:

1. Ulkopuolisen havaitsijan nikemaé tilatodennakoisyys
m; = tn. ettd systeemi on tilassa E; satunnaisella ajanhetkelld
2. Saapuvan asiakkaan nikemé tilatodennékoisyys

*
7T.:

= tn. ettéd systeemi on tilassa E; juuri ennen (mielivaltaisesti valittua) saapumista

.o *
Yleensa on T # T
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PASTA (jatkoa)
Esim. Ikioma PC (yksi asiakas, yksi palvelija)

Ey = PC vapaa
FE; = PC varattu

T, = 1 (PC on aina vapaa omistajan tarvitessa sita)
7 = 0

7y = aikaosuus, jonka PC on vapaa (< 1)

m = aikaosuus, jonka PC on kiytossi (> 0)

Huom. Téssé tapauksessa saapumisprosessi ei ole Poisson-prosessi: kun saapuminen on tapah-
tunut (olet aloittanut tyon PC:ll4), jonkin aikaa siitd eteenpéin on epétodennidkoistd, etta
tapahtuisi uusi saapuminen (eli ettd edellinen istunto olisi paattynyt ja olisit aloittanut uu-

den). Saapumiset eri ajanhetkind eivét ole riippumattomia.
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PASTA (jatkoa)

Poisson-saapumisprosessin tapauksessa pétee

7'('3‘:71"7

Perustelu

Saapumishistoria ennen tarkasteluhetked, riippumatta siitd onko tarkasteluhetkeksi valittu
satunnainen ajanhetki vai jonkun saapumisen ajankohta, on aina samanlainen:
jono saapumisia, joiden valiajat ovat toisistaan riippumatta eksponentiaalisesti jakautuneita.

Tama johtuu eksponettijakauman muistittomuudes-

A
ta. Jéljellaoleva aika seuraavaan saapumiseen on aina Lo lDDD b { kamniety
samalla tavalla eksponentiaalisesti jakautunut riip- \ OE@()
pumatta siita paljonko aikaa edellisestd saapumisesta o T N S TR
OExp(A)

on kulunut (pétee myos kddnteisessi ajassa).

Koska tarkasteluhetked edeltdvan saapumisprosessin stokastinen karakterisointi on Poisson-
prosessin tapauksessa sama riippumatta siitéd, miten tarkasteluhetki on valittu, taytyy myos
systeemin tilajakauman tarkasteluhetkelld (joka on saapumisprosessin indusoima) olla kum-
massakin tapauksessa sama.
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Liftarin paradoksi

Paradoksin asetelma on seuraava
e Autoja kulkee maantielld Poisson-prosessin mukaisesti.
e Autojen keskiméédriinen viliaika on 10 min.
e Liftari tulee tienvarteen satunnaisena ajanhetkena.

e Kysytddan, mika on liftarin keskiméaériainen odotusaika W seuraavan auton saapumiseen.

valiaika X =10 min

Y= Y

|:|Dlj
odotusaika W O EXxp(A)

Poisson-prosessissa viliajat ovat eksponentiaalisesti jakautuneita. Eksponettijakauman muis-
tittomuudesta seuraa, ettd aika seuraavan auton saapumiseen on samalla tavalla Exp()\)-
jakautunut ja ajan odotusarvo on siten

W = 10 min

Tama vaikuttaa paradoksaaliselta. Miksei odotusarvo ole 5 min? Onko jotain vialla?
Vastaus: Ei ole, W = 10 min on oikea tulos.
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Liftarin paradoksin selitys

15

Paradoksin selitys on siiné, etté liftarin todennékoisyys saapua pitkdéan aikavéliin on suurempi

kuin lyhyeen aikavéaliin.

Kun aikavali on valittu, sen sisdlld liftarin saapumisajankohta on tasanjakautunut ja odotusa-

jan odotusarvo on puolet vilin kestosta. Olennaista on kuitenkin, ettd satunnainen ajan-

hetken suorittamassa poiminnassa pitkét viliajat saavat suuremman painon (verrannollinen

valin pituuteen).

Tarkastellaan pitkdd ajanjaksoa t. Odotusaikaa W (1)
seuraavan auton saapumiseen liftarin saapumishetken
7 funktiona kuvaa kuvion sahalaitakiyrd. Keski-

odotusaika W

W
madriinen odotusaika on sahalaitakdyran keskiarvo.
0 e e o o
XX T Xn ot
-1
W = P /Ot Wi(r)d N Z 2XZ2 (kolmioiden pinta-alojen summa; X; on viliaika)
1=1

Kun ¢t — oo, niin kolmioiden lukuméiri n on (suhteellisesti) yhi tarkemmin /X

- 11 n1 1 X2 o -
W===-Y-X=-% X2 = (X)?+V[X] =
XnZa2tTox ()+VT)[{>2J

Eksponenttijakauman tapauksesssa

2(X)?

eiW =X
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Epidhomogeeninen Poisson-prosessi

Aikaisemmin mééaritelty Poisson-prosessi, jolla on vakiointensiteetti A, voidaan yksinkertaisel-
la tavalla yleistdd ns. epdhomogeeniseksi Poisson-prosessiksi sallimalla saapumisintensiteetin
vaihdella ajan funktiona A(t). (Huom. A(¢) on deterministinen ajan funktio.)

Mt)\/\/

S N A Y

Saapumistodennéakoisyys lyhyessé aikavélissi (¢, 4 dt) on nyt \(¢)dt + o(dt).

e Todennékoisyys useammalle saapumiselle on kertalukua o(dt)

e Saapumisten lukuméérin odotusarvo vilissé (¢, ¢ + dt) on
E[N(t,t + dt)] = ioj n - P{n saapumista vélissa (t,t + dt)} = \(t)dt + o(dt)
n=0

e Saapumisten lukuméérin odotusarvo dérellisessa vilissé (0, t) on vastaavasti

N(u,u+du)] = [ E[N(u,u+du)] = [ Mu)du

E[N(0,t)] = E[[ i

0
(Summan odotusarvo on aina odotusarvojen summa, siksi integroinnin ja odotusarvon
jérjestys voidaan vaihtaa.)
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Epidhomogeeninen Poisson-prosessi (jatkoa)

Samalla tavalla kuin aikaisemmin tavallisen homogeenisen Poisson-prosessin tapauksessa jo-
hdetaan laskuriprosessin N (t) (saapumiset vélissd (0,t)) generoivalle funktiolle G;(z) differ-
entiaaliyhtalo

79(2) = (2 = DAG(2) = GlogGilz) = (2 = DAR)

josta integroimalla saadaan ratkaisu

t
_ e(z—l)/o Au)du

Gi(2)

Merkitéddn vélin (0, t) saapumisten lukuméérian odotusarvoa a(t):114

t

alt) = E[N(8)] = [ Mu)du

Havaitaan, ettd G;(z) on Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan generoiva funktio, joten

N(t) ~ Poisson(a(t))
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Epidhomogeenisen Poisson-prosessin ominaisuuksia

Analogisesti homogeenisen Poisson-prosessin kanssa, epidhomogeenisella Poisson-prosessilla
voidaan osoittaa olevan seuraavat ominaisuudet:

1. Ehdollistaminen lukuméaardén. Silla ehdolla, ettd aikavélind (0,¢) epdhomogeenisesta
Poisson-prosessista on tullut tietty méira saapumisia, N(t) = n, ndiden n:n saapumisen

saapumishetket ovat toisistaan riippumatta jakautuneita vililld (0, ¢) tiheysfunktion A(¢)/ J§ AM(u)du
mukaisesti.

2. Superpositio. Kahden epdhomogeenisen Poisson-prosessin, intensiteetit Ai(t) ja Aa(t),

superpositio on epahomogeeninen Poisson-prosessi, jonka intensiteetti on A(t) = A{(f) +
Ao (1).

3. Satunnaispoiminta. Jos epdhomogeenisesta Poisson-prosessista, jonka intensiteetti on (),

suoritetaan satunnaispoiminta siten, ettd jokainen saapuminen toisistaan riippumatta
valitaan satunnaisesti todennékdisyydelld p(¢) (huom. saa olla ajan funktio), syntyy
epahomogeeninen Poisson-prosessi, jonka intensiteetti on p(t)A(t).

4. Satunnaishajoitus. Jos epdhomogeeninen Poisson-prosessi, jonka intensiteetti on (%),

hajoitetaan satunnaisesti kahteen osaprosessiin todennikoisyyksilla pi(t) ja po(t), missi
p1(t) + p2(t) = 1, niin tuloksena on kaksi riippumatonta epdhomogeenista Poisson-
prosessia intensiteeteilla py(t)A(t) ja po(t)A(2).
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Epidhomogeenisen Poisson-prosessin ominaisuuksia (jatkoa)

4. Satunnaishajoitus (jatkoa)

19



