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Markov-prosessit (Jatkuva-aikaiset Markov-ketjut)

Tarkastellaan (stationaarisia) Markov-prosesseja, joiden parametriavaruus on jatkuva (yleensé
aika). Siirtymét tilasta toiseen voivat tapahtua mielivaltaisina ajanhetkina.

e Markov-ominaisuuden vuoksi aika, jonka jarjestelmé viettda annetussa tilassa, on muisti-
ton: jaljelldolevan ajan jakauma riippuu vain ko. tilasta, muttei siitéd, kauanko tilassa on
jo oltu = aika on eksponentiaalisesti jakautunut.

Markov-prosessin X; méaarittelee taydellisesti ns. generaattorimatriisi l. siirtyménopeusmatriisi

T P{XHAt:j’Xt:i} - :
Gij = A%IEO At L #

- todennékoisyys aikayksikkod kohden siirtya tilasta ¢ tilaan j

- slirtyméanopeus 1. siirtymaintensiteetti

Kokonaissiirtyménopeus pois tilasta ¢ on
4 = %é:i i, | tilan elinaika ~ Exp(g;)
Talla nopeudella tilan 2 todennakoisyys pienenee. Madritellaan

qi; = —4q;
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Siirtymanopeusmatriisi ja ajasta riippuva tilatodenniko6isyysvektori
Siirtyméanopeusmatriisi kokonaisuudessaan on

doo 4o, - -- —qo 4o

rivisummat ovat nollia:
Q= Qo0 911 ---| = 410 —q1

tilasta ¢ poistuva tn.massa siirtyy muualle

Tilatodennédkoisyysvektori 7r(¢) on nyt ajan funktio, joka kehittyy seuraavasti

Clt) = (1) Q| = mlt+ At) = w(t) + (1) QAL+ o) = w(t)(I+ QA + o At)

Siirtymatodennakoisyysmatriisi aikavalin At yli on I+ Q At
- ldhenee identiteettimatriisia I, kun At — 0

- Q on siirtymétodennékoisyysmatriisin aikaderivaatta (siirtymédnopeusmatriisi)

Muodollinen ratkaisu ajasta riippuvalle tilatodennakdoisyysvektorille on

Matriisieksponentti e voidaan méritelld

. - sarjakehitelmén avulla: e =T+ A + %AZ + .
w(t) = w(0) - e?’

- ominaisarvojen ja -vektorien avulla: AuiT = ziuiT ja v;A = zv;
= A=) zz-uz-Tvi ja eh =% eziuz-Tvi
- :

1
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Globaalit tasapainoehdot

Stationaarinen ratkaisu 7 = lim; ., 7w(f) on ajasta riippumaton ja siten toteuttaa yhtdlon

- Q=0

Globaali tasapainoehto, joka ilmoittaa todennédkoisyysvirtojen tasapainon.
Yhtéalon j:s rivi on

g T = > Tigij

~—

i#]
> Qi
i#]

mq; » = todennakoisyysvirta tilasta 2 tilaan 7
> Tiqji = § Tidi,j g v J
i#)

i (siirtyméfrekvenssi tilasta ¢ tilaan j7)

virrat ulos = virrat sisaan
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Globaalit tasapainoehdot (jatkoa)

e Yhtidlot ovat riippuvia: miké tahansa yhtéloistd on automaattisesti voimassa, jos muut
ovat voimassa ( “todenndkoisyyden haviamattomyys”).

e Ratkaisu on maaratty vakiotekijaa vaille.
e Ratkaisu tulee yksikasitteisesti méaarétyksi normiehdon kautta.

m-el =1 eli %:szl

e 7 on Q:n ominaisarvoon 0 liittyvi (vasemmanpuoleinen) ominaisvektori.

Globaali tasapainoehto pétee yhtéd hyvin myos tilajoukoille.

Stationaarisessa tilassa todennékoisyysvirrat kahteen joukkoon jaettujen tilojen valilla ovat
tasapainossa: Olkoot €2 ja © komplementaariset tilajoukot. T&lloin

Q m Q
g
— — A
Y. Qi = > TG 1
€Q,5€0 €Q,5€0
Y Y T
‘\i_/
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Tasapainoyhtélon ratkaisemisesta

Samalla tavalla kuin Markovin ketjun tapauksessa (homogeenisen) tasapainoyhtilon

- Q=0
ratkaisu, joka toteuttaa normiehdon 7-e’ = 1, saadaan kiteviisti kirjoittamalla normichdosta
n + 1 kopiota

T-E=e
missd K on (n + 1) x (n + 1)-matriisi, jonka kaikki alkiot ovat ykkosid, E = ( o )

laskemalla yhtalot yhteen, 7 - (Q + E) = e, ja ratkaisemalla néin saatu epidhomogeeninen
yhtalo

T=e (Q+E)!
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Upotettu Markovin ketju (embedded Markov chain)

Jokaiseen jatkuva-aikaiseen Markovin prosessiin X; voidaan liitaé diskreettiaikainen Markovin
ketju, ns. upotettu Markovin ketju X ().

e Huomio kiinnitetddn Xy tilasiirtymiin (silloin kun ne tapahtuvat) eli X;m lépikdymien
tilojen jonoon.

e Tapahtukoot X;:n tilasiirtymaét hetkilla g, 1, . . .

o Mairitelldsn X(9:m arvoksi X;m arvo heti hetkelld ¢, tapahtuncen tilasiirtymén jlkeen
(hetki ¢.1), eli Xy arvo valilla (¢, t,.1).

x© _ x Koska X; on Markov-prosessi, niin ndin méaritelty
no ol jono X ¢ muodostaa Markovin ketjun.
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Upotettu Markovin ketju (jatkoa)

Markov-prosessin tilat luokitellaan vastaavasti kuin ndin méaritellyn Markovin ketjun tilat
(transientti, absorboiva, palautuva,. .. ).

Upotetun Markovin ketjun tilasiirtymatodennakoisyydet
Pij = Al;ltr_l}o P{Xt+At =) ‘ Xipar #1, Xy = Z}

P{Xiiar = 7, Xopar # 4| Xy = i}

= Mm P{X,n #i| X, =i}
) % i vit. Pmin(Xy,. .., X,) = X} = 12 kun X, ~ Exp(\)
0 i =
o
2= 0 =0

O O
B\,Q 50O

o+p

Markov-prosessi, siirtyménopeudet ¢; ;  Upotettu Markovin ketju, siirtyméatodennékoisyydet p; ;

tasapainotodennakoisyydet tasapainotodennéakoisyydet 7TZ-(€)
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Upotetun Markovin ketjun tasapainotodennikdéisyydet

T

- e E[T)
J

@

g,

- Y
J

ETi] = 1/q, G = > Gi
J

m; = aikaosuus, jonka X, viettdd tilassa ¢ (paino E[T}])

()

T =

suhtellinen frekvenssi, jolla tila 7 esiintyy X (©m lipikiymien tilojen jonossa (paino 1)

Huom. 7;q; on frekvenssi, jolla Markovin ketju X; suorittaa hyppyjé pois tilasta 2.

Systeemin ollessa tasapainossa tdmé on sama kuin frekvenssi, jolla systeemi suorittaa hyppyja
tilaan 7.

e Nyt on tarkasteltu kaikkien X;:n ldapikdymien tilojen jonoa XT(Z"B)

e Joskus tédstd jonosta voidaan sopivalla tavalla poimia osajono, joka edelleen muodostaa
erdaan upotetun Markovin ketjun.

— mythemmin tullaan ns. M /G /1-jonosysteemin analyysi perustamaan sopivasti vali-

tun upotetun Markovin ketjun tarkasteluun
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Semi-Markov-prosessit

Kéantden jokaiseen Markovin ketjuun Z,,, n = 1,2, ... voidaan liittaa jatkuva-aikainen
satunnaisprosessi X; valitsemalla aika T}, jonka X; viettda tilassa ¢ jostakin jakaumasta

- joka kerta muista riippumatta
- eri tiloilla jakaumat voivat olla erilaiset

ja arpomalla uusi tila Z,:n tilasiirtyméatodennakoisyyksien mukaisesti.

Néin saatua prosessia X; kutsutaan semi-Markov-prosessiksi

- el yleensé ole Markov-prosessi
- on Markov-prosessi silloin ja vain silloin, kun 7; ~ Exp()\;)

- silld on sama stationaarinen jakauma kuin vastaavalla Markovin prosessilla



