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DISKREETIT JAKAUMAT

Generoiva funktio (z-muunnos)

Maaritelméa
Olkoon X diskreetti sm, jonka arvot ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, X € {0,1,2,...}.
Merkitdéan tdmén pistetodennékoisyyksia p;:lla
pi =P{X =i}
X :n generoiva funktio G(z) (tai Gx(z); myos X (z) tai X (2))

G(z) = ipizi = E[z"]

e Kokoaa kétevisti yhteen arvot {py, p1, .. .}; 2z on ‘kirjanpitomuuttuja’
e Monissa tapauksissa G(z) kyetddn laskemaan (yksinkertainen analyyttinen lauseke)
e Kun G(z) on annettu, siitd kyetédédn takaperin padttelemééan arvot {pg, p1,...}

e Lrddt jakaumille suoritettavat operaatiot vastaavat paljon yksinkertaisempia operaatioita
generoiville funktioille

e Usein yksinkertaistaa rekursiivisten yhtéloiden ratkaisemista
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Kaianteismuunnos

Tehtédvina on pédtelld todenndkoiyydet p;, kun G(z) on annettu.

Kolme eri keinoa

1. Kehittdmilld G(z) potenssisarjaksi, josta p; identifioidaan potenssin z* kertoimena. Ker-
roin voidaan laskea myos mekaanisesti
P 1 d2 Z!g (0)

2. Tarkastelemalla: hajoitetaan G(z) osiin, joiden kddnteismuunnokset tunnetaan;

z=0

esim. osamurtokehitelma

3. Kompleksitason (polku)integraalina
1 . G(2) polku origon ympéri (valitaan siten, etta
i) it G(z):m navat jadvat polun ulkopuolelle)
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N -/ 1 kun i parillinen
Pi=10  tuni pariton

Esim. 2
2 2 2 2 1
) = T gp= T 122 2-2 1-2 1-2/2
Koska vastaa jonoa A - a' padtelliin

1 —az

pi=2-(1)=1-(3) =2—(3)

DO
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Jakauman momenttien laskeminen G(z):n avulla

Koska p;:t edustavat todennakoéisyysjakaumaa, niiden summa on 1 ja

G(1) = G0(1) = i’é pili=1

Derivoimalla todetaan
GW(z) = LE[zY]

Ggu(1) = E[X]

Jatkamalla samoin saadaan

GO =EX(X—-1)---(X—i+1)]=F

missa F; on 7:s kertomamomentti.
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Kertomamomenttien ja tavallisten (origo)momenttien suhde

Kertomamomenttien F; = E[X(X — 1)---(X — i + 1)] ja tavallisten (origo)momenttien
M; = E[X"] ja vililld vallitsevat lineaariset relaatiot:

F, = M M, = F;

F, = M, — M, M, = F),+ F}

Fy = Ms — 3Ms + 2M, Ms = F53+4 3F, + F;
Esimerkiksi

Fy = G¥(1) = E[X(X — 1)] = E[X?] — E[X]
= My=E[X?=F+F=¢91)+gW1)

= V[X] =M, — M} =gP(1) +GW(1) - (6V(1))* =¢P(1) + g (1)(1 - gV(1))
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Momenttien laskeminen suoraan

Momentit voidaan laskea generoivasta funktiosta myos suoraan (ilman kertomamomentteja)

seuraavasti:
£9()| = BX=0 = ElX]
246, = EX* 1 = B
Yleisesti
BXT = Z(z5)76()|_, = )6,
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Riippumattomien sm:ien summan generoiva funktio

Olkoot X ja Y riippumattomia satunnaismuuttujia. Talloin

Guov(z) = B[] = Bl-¥2Y)
= E[z*]E[:Y] riippumattomuus

= Gx(2)Gv(2)

Ox+v(2) = Gx(2)Gy(2)

Alkuperiisilla diskreeteilld jakaumilla
pi = P{X =i}
¢; = P{Y =4}
ilmaistuna summaa vastaa konvoluutio p ® ¢
PIX+Y =k} =(p®qh = émqk—z

Kahden jakauman konvoluutiona saadun jakauman generoiva funktio on siten
alkuperaisten jakaumien generoivien funktioiden tulo.
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Yhdistetty jakauma (compound distribution) ja sen generoiva funktio

Olkoon Y riippumattomien, samoin jakautuneiden (i.7.d.) satunnaismuuttujien X; summa
Y=X1+Xo+ - Xy
missa NV itse on ei-negatiivinen kokonaislukuarvoiden satunnaismuuttuja.
Merkitdan
Gx(2) muuttujien X; yhteinen generoiva funktio

gn(2) N:n generoiva funktio

Halutaan laskea Gy (z)
Gy(z) = E[z"

~ BB [ |N]]

= E[E 25N | N]]
[
[

E=ZX1'~ZXN’NM
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Bernoulli-jakauma X ~ Bernoulli(p)

Yksinkertainen koe, jossa on kaksi mahdollista lopputulosta: ‘onnistuminen’ ja ‘epdonnistuminen’.
Liitetddan néihin sm X seuraavasti

¥ 1 kun koe onnistuu; todennékoisyys p
0 kun koe epaonnistuu; todennakoisyys g =1 —p

Esim. 1. X kuvaa bittivirtaa liikenneldhteesté, joka on joko padlld tai pois paglta.
Generoiva funktio

G(z) = poz' +piz' = q+pz
EX] = W) =p
VIX] = =6@(1)+ W1 -G6W) = p(1-p) = pqg

Esim. 2. ATM-kytkimen tuloporttiin saapuva CT

soluvirta: aikalovessa (soluvili) on solu toden-

| ]
=<
T

nakoisyydella p tai se on tyhji todennékoisyy-

dell q.
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Binomijakauma X ~ Bin(n,p)

X on onnistumisten lukumaéaara n kertaa toistetussa Bernoulli-kokeessa.
n
X =Y missd Y; ~Bernoulli(p) ja Y;:t riippumattomia (i = 1,...,n)
i—1
Generoiva funktio saadaan suoraan Bernoulli-muuttujan generoivasta funktiosta g + pz
n Lo(ny n—i i
G(z) = (¢ +p2)" = Ny p'(1—p)" 'z
1=

Identifioimalla z:n kerroin

n

pi=P{X =i} = (i)pi(l _pyri

Rajamuoto kun A = E[X] = np on annettu ja n — oo:
G(z)=(1—(1—2)p)" = (1 — (1 — 2)A/n)" — =D

joka on Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan generoiva funktio.

10
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Binomijakautuneiden sm:ien summan jakauma

Olkoot X;:t (i = 1,..., k) binomijakautuneita samalla parametrilla p. Tall6in niiden summan
jakauma on

X1+...+Xk~Bin(n1+"'+nkap)

koska summa edustaa onnistumisten lukuméaraa toistetussa Bernoulli-kokeessa, jossa toisto-
jen lukuméaréd on ny + - - - + ng.



J. Virtamo Liikenneteoria ja liikenteenhallinta / Diskreetit jakaumat 12

Multinomijakauma

Tarkastellaan n-kertaista toistokoetta, mutta nyt kukin koe voi péaéttya k:hon (k > 2) eri-
laiseen tulokseen. Niiden todennikoisyydet yksittiisessi kokeessa ovat py, pa, ..., pr (S5, p; = 1).

Olkoon tuloksen ¢ esiintymien lkm toistokokeessa NV;. Halutaan laskea yhteistapahtuman
{N1 =nq,..., Ny = ni} todennékoisyys p(ni,...,ng) = P{Ny =nq,..., Ny = ny}.

Maaritellidn monen muuttujan Ny, ..., N, yhteisjakauman generoiva funktio

Nl Nk S > ni n
Q(Zla---,zk):E[Zl TR ]: Yoo P(”la---,nk)zl TRk
n1=0 nj=0

Yhden kokeen jélkeen yksi esiintymélukumaééristd N; on 1 ja muut ovat nollia. Yhtéa koetta
vastaava generoiva funktio on siten p1z1 + - - - + pr2r.

Riippumattomien kokeiden tapauksessa n-kertaisen toistokokeen tuottamien esiintymaluku-
méadarien gf on yksittiisten kokeiden generoivien funktioiden tulo eli (pyz1 + -+ + przi)™

z;-muuttujien potenssien kertoimista identifioidaan

n! n - kunni+...+ng=n
p(nla'“ank) — ”.nk'pll'npk 7

nq! 0 muulloin




J. Virtamo Liikenneteoria ja liikenteenhallinta / Diskreetit jakaumat 13

Geometrinen jakauma X ~ Geom(p)

X on toistetussa Bernoulli-kokeessa (onnistumistodennédkdisyys p) ensimmaéiseen onnistu-
miseen tarvittavien toistojen lukumédra

1=1,2,...

pi=P{X=i}=(1-p)p Huom. joskus mééritellddn X — 1 geometriseksi
jakaumaksi (nollasta alkava geometrinen jakauma)

Generoiva funktio

SN il i Dz

Tamén avulla lasketaan odotusarvo ja varianssi:

oy P =1 =p)2)+p(l-p)z 1
BIX] = 611 = (1—(1—p)z)? =1 p
21 . o " - M
B = G(1)+G"(1) = >+ =
l—p
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Geometrinen jakauma (jatkoa)

Todennakoisyys ettd ensimmaéiseen onnistumiseen tarvitaan yli n toistoa

P{X >n} = §1pi:(1—p)n

1=n+
Geomelrisen jakauman musistittomuus

P{IX>i+jnX>i} P{X>i+j}

P{X >i+j|X >i} =

P{X > i} - P{X >}
_ (=p .
T A

Jos epéaonnistumisia on ollut jo ¢ kpl, todennékoisyys sille, ettd ensimmaiseen onnistumiseen
tarvitaan vield yli 7 koetta lisédé on sama kuin kokonaan uudessa toistokokeessa todennékoisyys
sille, ettd ensimmaéiseen onnistumiseen tarvitaan enemmaén kuin j koetta.

Nain tulee tietenkin ollakin, koska jo suoritetut kokeet eivit vaikuta jatkokokeisiin, jotka kaikki
ovat riippumattomia.
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Negatiivinen binomijakauma X ~ NBin(n,p)

X on toistetussa Bernoulli-kokeessa tarvittavien toistojen lukumadra, jotta saadaan n onnis-
tumista.

Jos X =4, niin (¢ — 1):n ensimmaéisen kokeen joukossa on taytynyt olla n — 1 onnistumista
ja kokeen 7 taytyy johtaa onnistumiseen:

. 1 —1) . 1 —1 . kun ¢ > n
;=P{X =i}l = "l —p)p= "1—=p)" n
p { i} (n—l)p (1 —p) p (n—l)p( p) 0 muulloin

Ensimmaéiseen onnistumiseen tarvittavien toistojen lkm ~ Geom(p). Samoin téstd eteenpéin
tolseen onnistumiseen jne, joten

X=X1+---+X, missid X; ~Geom(p) (i.i.d.)

Siten jakauman generoiva funktio on

_ Dz n Ylldolevat pistetodennékoisyydet
Gz) (1 —(1- p)z>

Keskiarvo ja varianssi ovat n-kertaiset geometrisen jakauman vastaaviin nahden

voidaan paatella myos tasta

=y :
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Poisson-jakauma X ~ Poisson(a)

X on el-negatiivinen kokonaislukuarvoinen sm, jonka pistetodennéakoisyydet ovat

l

pi=P{X=i}="¢" =01,
1.

Generoiva funktio

G(z) = 5 pia = e 35 B g
1=0 =0 U

g(z) _ 6(2—1)@

Kuten aikaisemmin néihtiin, timé generoiva funktio saadaan Bin(n, p)-jakautuneen sm:m ge-
neroivasta funktiosta rajamuotona, kun keskiméariinen onnistumisten lkm pidetédén vakiona,
np = a, ja n:n annetaan rajatta kasvaa.

Vastaavasti X ~ Poisson(At) edustaa tapahtumien lukumééraa ¢:n pituisella vélilla Poisson-
prosessista, jonka intensiteetti on A:

e pienessi vilissa dt tapahtuman todennédkoisyys on Adt (‘koe onnistuu’)
e kahden yhtaaikaisen tapahtuman todennékoisyys on O(Adt)

e tapahtumien lukumadrat yhteispisteettomissa vileissd ovat riippumattomia
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Poisson-jakauma (jatkoa)

Poisson-jakaumaa noudattavat esimerkiksi
e Saapuvien puheluiden lkm tiettyna aikavalini

e Kéynnissi olevien puheluiden lukumééréd suuressa (estottomassa) johtoryhméssé

Keskiarvo ja varianssi

BX]=g'(1) = Lelz"la L, =a

EX?=G¢"1)+G(1)=a*+a = VX|=EX]-EX??=d+a—-a’=a

EX]|=a VIX]|=a

17
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Poisson-jakauman ominaisuuksia

1. Poisson-jakautuneiden satunnaismuuttujien summa on Poisson-jakautunut.
X = X1+ Xy, missd X ~ Poisson(ay), Xy ~ Poisson(as)

= X ~ Poisson(a; + as)
Todistus:
gXl(’Z) — 6(2_1)0”7 ng(Z) = ez a2
gX(Z) — gXl (Z)gXQ(Z) — 6(2’—1)&16(2’—1)&2 — 6(2—1)(a1+a2)
2. Jos joukon koko N on Poisson-jakautunut, N ~ Poisson(a), ja siitd suoritetaan satunnais-

poiminta todennéikoisyydelld p (kukin alkio poimitaan tilld tn:lld), niin saadun joukon
koko K ~ Poisson(pa).

Todistus: K noudattaa yhdistettyéd jakaumaa
K=X;+---+ Xy, missi N ~ Poisson(a) ja X; ~ Bernoulli(p)

Gy(z) = (1—p)+pz, Gy(z)=elz" 10
gK<Z) — gN(QX(Z)) — olGx(z)—Da _ o[(1=p)+pz—l]a _ (z2—1)pa



J. Virtamo Liikenneteoria ja liikenteenhallinta / Diskreetit jakaumat 19
Poisson-jakauman ominaisuuksia (jatkoa)
3. Jos joukon N ~ Poisson(a) elementit lajitellaan
satunnaisesti kahteen joukkoon 1 ja 2 todennakai-
syyksilla p1 ja po = 1 — pq, niin joukkojen 1 ja 2
koot N; ja Ny ovat riippumattomia ja jakautuneet ; .
kuten 1 i
Ny ~ Poisson(pia), Ny ~ Poisson(psa) N e L N2
Todistus: Kokonaistodennéakoisyyden perusteella
o
P{N1 =N, N2 = ?’LQ} = Z()P{Nl = ni, N2 = 7’L2’N = ?’L} P{N = ?’L}
n=
multinomijakauma Poisson-jak.
1
ny_ng —_—
_ n! pph? a_”e_a _P1 P2 a2 p—a (p1+ p2)
nqns! n! n=ni+nz  nqlns!

nq ny
_ Me—pla : Me—ma = P{N, =n1} - P{Ny = ny}

’I’Lll ?’LQ!

Yhteisjakauma on tulomuotoinen. Ny ja Ny ovat siten riippumattomia. Tulon tekijat ovat

Poisson(pya)- ja Poisson(psa)-jakaumien pistetodennikoisyyksié.

Huom. Tulos yleistyy luonnollisella tavalla mille tahansa lukumééralle lajittelujoukkoja.
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Kollektiivisten merkkien menetelmi (Dantzig)

Edelld generoivan funktion muuttujaa z on késitelty vain teknisend apumuuttujana (‘kirjan-
pitomuuttuja’).

Ns. kollektiivisten merkkien menetelméssd muuttujalle z annetaan todennékoisyystulkinta.
Tamé mahdollistaa joidenkin tulosten elegantin johtamisen yksinkertaisella paattelylla.

Olkoon N = 0,1,2,... ei-negatiivinen kokonaislukuarvoinen sm. ja Gy(z) sen generoiva
funktio:

gN(Z) — %::Opnzna Pn = P{N — TL}

Tulkinta: Ajatellaan, ettd N edustaa jonkin
joukon kokoa. Merkitddn joukon kukin alkio
muista riippumatta todennakoisyydelld 1 — 2z ja
sils jatetdan ilman merkkia todennakoisyydella z.
Tdlloin Gy (2) on tn sille, ettd koko joukossa ei
ole merkkid.
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Kollektiivisten merkkien menetelmi (jatkoa)

Esimerkki: Yhdistetyn jakauman generoiva funktio

Y=Xi+---+ Xy, missa

X1~ Xo~ -+~ Xy, yhteinen gen. funktio Gy (z) ‘ ..
N on sm., jonka generoiva funktio on Gy (z) : ‘
Gy(z) = P{joukon Y mikéén elementti ei ole merkitty} @
= Gn( Gx(2) )

tn. ettd yksittéi-
nen aliryhmé el
ole merkitty

tn. ettd mikdan aliryhmé
ei ole merkitty

21
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Todennikdisyyden vinoutus: pistetn:ien likim. laskenta

Monia jakaumia voidaan kohtuullisella tarkkuudella ap-
proksimoida normaalijakaumalla, kun keskiarvoparametri ﬂ\
on suurt. - ‘i

Esim. Poisson(a) =~ N(a, a), kun a > 1

e Approksimaatio on yleenséd tarkka ldhelld jakauman
keskiarvoa, mutta kaukana téstéd suhteellinen virhe voi ﬂ
olla huomattava.

m i

e Approksimaatiota voidaan merkittdvésti parantaa todennikoisyyden vinoutusmenetelmélla
(probability shift /tilt method).

e Tamd tarjoaa keinon laskea sellaisen jakauman pistetodennékéoisyys (jakauman hannéssi),
jonka generoiva funktio tunnetaan.
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Todennikoisyyden vinoutus (jatkoa)

Halutaan laskea sm:n X pistetodennédkoisyys
pi=P{X =i}, kuni> E[X] (=m) ﬂ\\

Suoritetaan jakauman vinoutus ja tarkastellaan satunnais- mo
muuttujaa X', jonka pistetodennikoisyydet ovat
I piZi
D = Q(z) |
Tamé on normitettu jakauma, koska G(2) = ; p;2". ﬂ
m |

Vinoutetun jakauman momentit

/ _ / _ 1 i >
o L do
0%(z) = VIX'] = E[X?] - E[X]?
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Todennikoisyyden vinoutus (jatkoa)

Valitaan erityisesti z = z* siten, ettd m/(z*) = i eli ettd vinoutetun jakauman keskiarvo
sijaitsee kiinnostavassa pisteessi 7. Soveltamalla nyt normaaliapproksimaatiota vinoutettuun
jakaumaan saadaan

1
, Y
bi™ \ 2mo'?

Ratkaisemalla kdéntden p; aikaisemmasta relaatiosta saadaan haluttu approksimaatio

G(z") missd z* on yhtélon

b= (z*)4/2m0"?(2*) m'(z*) = 1 ratkaisu

Lausekkeen laskemiseksi tarvitsee ainoastaan tuntea X:n generoiva funktio.

Menetelmé on erityisen kidyttokelpoinen silloin, kun X on usean eri tavoin jakautuneen ri-
ippumattoman satunnaismuuttujan summa, joiden kunkin jakauma (ja generoiva funktio)
tunnetaan.

X' jakauma on télloin monimutkainen, mutta koska sen generoiva funktio tunnetaan (gen-
eroivien funktioiden tulo) ylldolevaa menetelméd voidaan soveltaa.
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Todennikoisyyden vinoutus (jatkoa)
Esimerkki (sindnsa triviaali/epamielekés)
Poisson-jakauma
a
D = Te—a’ g(z) _ e(z—l)a
7!
2 (az) . . . . e
P = gz( ] — ( _') e * Poisson(za)-jakauma, joten momentit saadaan valittomasti
z ()

= m'(2)=az, 0%z =az

1
Yhtélon m/(z*) = ¢ ratkaisu on z* = —
a

e(i/a—l)a a’
Pi =~ . = = ——¢
(i/a)\/ 271 2mie "

Havaitaan, ettd approksimaatio antaa miltei oikean Poisson-todennékoéisyyden, mutta
nimittijassi ¢! on korvautunut tunnetulla Stirlingin approksimaatiollaan 7! ~ /2mwie i’

—a
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