9. Jakojarjestelmat

Sisélto

Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
M/M/1-PS (= asiakasta, 1 palvelija, «o asiakaspaikkaa)
M/M/n-PS (= asiakasta, n palvelijaa, o asiakaspaikkaa)
Sovellus elastisen dataliikenteen mallintamiseen vuotasolla
M/M/1/klk-PS (k asiakasta, 1 palvelija, k asiakaspaikkaa)

Yksinkertainen liikenneteoreettinen malli

Asiakkaita saapuu keskimaarin nopeudella A (asiakasta per aikayks.)
— 1/A = keskimaarainen asiakkaiden véliaika

Asiakkaita palvellaan #:ll4 rinnakkaisella palvelijalla

Kukin palvelija palvelee keskim. nopeudella p (asiakasta per aikayks.)
— 1/ = keskimé&arainen asiakkaan palveluaika

Jéarjestelmassa on n + m asiakaspaikkaa
— vahintaan » palvelupaikkaa ja korkeintaan m odotuspaikkaa

Estyvét asiakkaat (joiden saapuessa jarjestelma on taysi) menetetaan

Puhdas jakojarjestelma
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Aérellinen maara palvelijoita (n < «), daretén maara palvelupaikkoja (
+ m = ), ei odotuspaikkoja, PS-jonokuri
— Jos systeemissé on korkeintaan » asiakasta (x < n), jokaisella asiakkaalla
on oma palvelijansa. Jos asiakkaita taas on enemman (x > »), niin
kokonaispalvelu (np1) jaetaan tasan kaikkien asiakkaiden kesken.
— Asiakkaan saama palveluintensiteetti on siten min{p,np/x}
— Yhtakaan asiakasta ei meneteta, eikd kenenkaén tarvitse edes odottaa
palveluun paasya. Siis estoton jarjestelma.
— Toisaalta asiakkaiden palvelu viivastyy sitd enemman mitd enemman
systeemisséa on asiakkaita. Viive siis kiinnostava suure.
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Sisélto

Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
M/M/1-PS (e asiakasta, 1 palvelija, o asiakaspaikkaa)

M/M/n-PS (« asiakasta, n palvelijaa, « asiakaspaikkaa)
Sovellus elastisen dataliikenteen mallintamiseen vuotasolla
M/M/1/klk-PS (k asiakasta, 1 palvelija, k asiakaspaikkaa)

M/M/1-PS jono

Tarkastellaan seuraavanlaista yksinkertaista liikenneteoreettista mallia:
— &aretén maara riippumattomia kayttajia (k = o)
— saapumisten valiajat [ID noudattaen Exp(\)-jakaumaa odotusarvonaan 1/A

» saapumisprosessi on siis Poisson-prosessi intensiteettindan A

— yksi palvelija (n=1)
— palveluvaatimukset |ID noudattaen Exp(u)-jakaumaa odotusarvonaan 1/p
— &aretdn maara asiakaspaikkoja (p = ©)
— jonokuri: PS. Kaikkia systeemissé olevia asiakkaita siis palvellaan yhtaikaa

tasapuolisesti niin, etta palvelukapasiteetti | jaetaan tasan kaikkien
asiakkaiden kesken.

Huom.

— Kendallin merkinnéillé kyseessa on M/M/1-PS jonomalli
Merkinta:

— p=Ap = (likenne)kuorma

Tilasiirtyméakaavio

Tark. jarjestelméassa olevien asiakkaiden Ikm:&a X(¢) ajan ¢ funktiona
— Oletetaan, etta X(¢) = i jollakin hetkella ¢
— Lyhyella aikavalilla (¢, #+/] voi tapahtua seuraavaa:

» tn:lla A% + o(h) systeemiin saapuu uusi asiakas
(aiheuttaen tilasiityman i —> i + 1)

* josi> 0, niin tn:lla i(u/i)h + o(h) = wh + o(h) jonkun palvelussa olevan
asiakkaan palvelu paattyy (aiheuttaen tilasiityman i —» i —1)

Prosessi X(#) on selvastikin Markov-prosessi tilasiitymakaavionaan

Tasapainojakauma (1)
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Huom. Kyseessa on siis tdsmaélleen sama pelkistymétdn sk-prosessi
aarettémalla tila-avaruudella S = {0,1,2,...} kuin M/M/1-FIFO jonolla

Lahdetaan liikkeelle lokaaleista tasapainoyhtél&ista:
A =T 1 (LBE)
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Sovelletaan sitten jakaumaehtoa:
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Tasapainojakauma (2)

Keskimaarainen viive

Stabiilille systeemille (siis kun p < 1) systeemissé olevien asiakkaiden
Ikm X noudattaa tasapainotilanteessa siis geometrista jakaumaa:

p<l = X ~Geom(p)
PX=iy=m;=(1-p)p’, i=012,...
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Huom. Insensitiivisyys palveluajan jakauman suhteen
— lItse asiassa PS-jonokurin tapauksessa tulos péatee yleisemminkin:
eksponentiaalisen palveluaika-jakauman sijasta voidaan palveluajalle valita
mika tahansa jakauma, jonka odotusarvo on 1/p
— Voimme siis M/M/1-PS mallin sijasta tarkastella yleisempaa M/G/1-PS
mallia

Merkitaan D:lla asiakkaan koko systeemissaoloaikaa eli viivetta

Koska keskiméaarainen systeemisséolevien lukuméaaréa E[X] on sama
kaikille tyonsailyttaville jonokureille, sama patee Littlen kaavan nojalla
myds keskimaaraiselle viiveelle E[D].

Voidaan siis kayttda FIFO-jonokurille luennolla 8 johdettua tulosta:
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Keskimaarainen viive E[ D] kuorman p funktiona

Suhteellinen lapaisynopeus

— Huom. Viiveen yksikkona kaytetty keskimaaraista palveluvaatimusta £[S]
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Asiakkaan kokemaa palvelun laatua kuvaa suhteellinen I&paisynopeus
E[SVE|D]:
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Suhteellinen lapaisynopeus E[S]/E[D] kuorman p funktiona

Sisélto
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» Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
M/M/1-PS (= asiakasta, 1 palvelija, «o asiakaspaikkaa)

* M/M/n-PS (o asiakasta, » palvelijaa, « asiakaspaikkaa)
» Sovellus elastisen dataliikenteen mallintamiseen vuotasolla
M/M/1/klk-PS (k asiakasta, 1 palvelija, k asiakaspaikkaa)

M/M/n-PS jono

Tilasiirtyméakaavio

Tarkastellaan seuraavanlaista yksinkertaista likenneteoreettista mallia:
— &aaretén maara riippumattomia kayttajia (k = o)
— saapumisten viéliajat 1ID noudattaen Exp(\)-jakaumaa odotusarvonaan 1/A

» saapumisprosessi on siis Poisson-prosessi intensiteettindan A

— &arellinen maara palvelijoita (7 < o0)
— palveluvaatimukset 11D noudattaen Exp(1t)-jakaumaa odotusarvonaan 1/p
— &aretdn maara asiakaspaikkoja (p = ©)
— jonokuri: PS. Jos systeemissé on korkeintaan » asiakasta (i < n), jokaisella

asiakkaalla on oma palvelijansa. Jos asiakkaita taas on enemman (i > n),
niin kokonaispalvelu (np1) jaetaan tasan kaikkien asiakkaiden kesken.

Huom.
— Kendallin merkinngilla kyseessa on M/M/n-PS jonomalli
Merkinta:
- p=M(np) = (likenne)kuorma (palvelijaa kohti) 15

* Tark. jarjestelméassa olevien asiakkaiden Ikm:&a X(¢) ajan ¢ funktiona
— Oletetaan, ettéa X(#) = i jollakin hetkella ¢
— Lyhyellé aikavalilla (¢, #+/] voi tapahtua seuraavaa:

+ tn:lla A% + o(h) systeemiin saapuu uusi asiakas
(aiheuttaen tilasiityman i — i + 1)

 josi> 0, niin tn:lla i-min{w,n/i}-h + o(h) = min{i,n}-ph + o(h)
jonkun palvelussa olevan asiakkaan palvelu paattyy
(aiheuttaen tilasiityman i —> i — 1)

* Prosessi X(7) on selvastikin Markov-prosessi tilasiitymakaavionaan
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*  Huom. Kyseessa on siis tdsmalleen sama pelkistyméatdn sk-prosessi
&aérettomalla tila-avaruudella S = {0,1,2,...} kuin M/M/n-FIFO-jonolla |




Tasapainojakauma (1)

Tasapainojakauma (2)

Lokaalit tasapainoyhtalét tapauksessa i < n:
mA=min i+ u (LBE)
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Lokaalit tasapainoyhtalét tapauksessa i > n:
WA= T i (LBE)
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Jakaumaehto:
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Tasapainojakauma (3)

Keskimaarainen viive

Stabiilille systeemille (siis kun p < 1 eli & < np) systeemissa olevien
asiakkaiden lkm:n X tasapainojakauma on siis seuraavanlainen:

p<l =
(A W S
O
n .
PRy i=n,n+l1,...

Huom. Insensitiivisyys palveluajan jakauman suhteen
— ltse asiassa PS-jonokurin tapauksessa tulos péatee yleisemminkin:
eksponentiaalisen palveluaika-jakauman sijasta voidaan palveluajalle valita
mika tahansa jakauma, jonka odotusarvo on 1/p
— Voimme siis M/M/n-PS mallin sijasta tarkastella yleisempaa M/G/n-PS
mallia

Merkitaan D:lld asiakkaan koko systeemissaoloaikaa eli viivetta

Koska keskimé&arainen systeemisséolevien lukuméaaréa E[X] on sama
kaikille tyonsailyttaville jonokureille, sama patee Littlen kaavan nojalla
my6s keskimaaraiselle viiveelle E[D].

Voidaan siis kayttda FIFO-jonokurille luennolla 8 johdettua tulosta:

_1 Pw
E[D]=- (l—p)+1J

— missé p,, viittaa todennédkdisyyteen
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Keskimaarainen viive E[D] kuorman p funktiona

— Huom. Viiveen yksikkona kaytetty keskimaaraista palveluvaatimusta E[S]
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Suhteellinen lapaisynopeus

» Asiakkaan kokemaa palvelun laatua kuvaa suhteellinen I&paisynopeus
E[SVE[D]:
ES]_1,,. nl=p) __ n(-=p)
E[D]  u = pw(m+n(-p)  py(n)+n(-p)

AS] . 1p o
ELD] ™ py(hiip 1P

S| 20-p) _y_ 2
E[D]~ py(2)+2(1-p)

Suhteellinen lapaisynopeus E[S]/E[D] kuorman p funktiona
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Sisélto

» Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli

* M/M/1-PS (« asiakasta, 1 palvelija, « asiakaspaikkaa)

* M/M/n-PS (o asiakasta, » palvelijaa, « asiakaspaikkaa)

» Sovellus elastisen dataliikenteen mallintamiseen vuotasolla
e M/M/1/klk-PS (k asiakasta, 1 palvelija, k asiakaspaikkaa)
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Sovellus elastisen dataliikenteen mallintamiseen vuotasolla

*  M/M/n-PS-malli soveltuu elastisen dataliikenteen kuvaamiseen

Lapimeno 6 kuorman p funktiona

— Huom. Lapimenon yksikkéna kaytetty taytta linkkinopeutta C

vuotasolla I
— asiakas = TCP-vuo \ r=C
— A = uusien voiden saapumisintensiteetti (vuota per aikayks.) 0.8 -
— r = yksittdisen vuon liityntalinkin nopeus (datayks. per aikayks.) 0.6 )
— C = nr = voiden jakaman linkin bittinopeus (datayks. per aikayks.) lapimeno O — ’(:3
— E[L] = keskimaarainen vuon koko (datayks.) 0.4 r=2cr3 T
— E[S] = 1/u= E[L)/r = keskim&arainen vuon lahetysaika lityntanopeudella 0.2 B
- p=M(np) = kuorma r=Cno |
« Palvelun laatua mittaa vuon I&pimeno eli keskimaar. lahetysnopeus L= (7190
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0= E[L] _rE[S]__ rnd-p) _ C- (-p) kuorma p
E[D]  E[D]  pw(n)+n(l-p) pw (n)+n(1-p)
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Sisalto M/M/1/k/k-PS jono
« Kertausta: yksinkertainen likenneteoreettinen malli Tarkastellaan seuraavanlaista yksinkertaista likenneteoreettista mallia:
* M/M/1-PS (o asiakasta, 1 palvelija, « asiakaspaikkaa) — éaarellinen méaaré rippumattomia asiakkaita (k < o)
« M/M/n-PS (« asiakasta, n palvelijaa, « asiakaspaikkaa) » asiakkaat on-off-tyyppisia (siis valilla ‘joutilaita’ ja valilla ‘palvelussa’)
« Sovellus elastisen datalikenteen mallintamiseen vuotasolla ~ Joutenoloajat IID noudattaen Exp(v)-jakaumaa odotusarvolla 1/v
*  M/M/1/klk-PS (k asiakasta, 1 palvelija, k asiakaspaikkaa) = yksipalvelija (7 =1)
— palveluvaateet [ID noudattaen Exp(t)-jakaumaa odotusarvolla 1/p
— jokaisella asiakkaalla oma asiakaspaika (p = k)
— jonokuri: PS
Huom.
— Kendallin merkinnéilla kyseessa on M/M/1/k/k-PS jonomalli
On-off tyyppinen asiakas:
| palvelussa
0 joutilaana |_|
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Tilasiirtyméakaavio

Tark. jarjestelméssa olevien asiakkaiden lkm:&a X(¢) ajan ¢ funktiona
— Oletetaan, etta X(¢) = i jollakin hetkella ¢
— Lyhyella aikavalilla (z, #+4] voi tapahtua seuraavaa:
* jos i <k, niintn:lla (k — i)vh + o(h) joku joutilaina olevista asiakkaista
siirtyy palveluun (aiheuttaen tilasiirtyman i — i + 1)
* josi> 0, niin tn:ll& i(u/i)h + o(h) = 1 + o(h) jonkun systeemissa olevan
asiakkaan palvelu paattyy (aiheuttaen tilasiityman i —» i —1)

Prosessi X(#) on selvastikin Markov-prosessi tilasiitymakaavionaan

Tasapainojakauma (1)

kv (k-1)v 2v \Y%
@ 1) oo (k1) @
n n B B

Huom. Prosessi X(#) on pelkistymatén sk-prosessi darellisella
tila-avaruudella S = {0,1,...,k}
29

Lahdetaan jalleen liikkeelle lokaaleista tasapainoyhtaldista:

milk =iV =7 1 (LBE)
= 7T _(k —i)v i+l
= 7= gk l),(”)k L, i=01,... .k
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Tasapainojakauma (2)
* Sovelletaan sitten jakaumaehtoa:
k—
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= =TTk * (k ity
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