TEKNILLINEN KORKEAKOULU Demonstraatiot
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D11/1 Generoi nelji (pseudo)satunnaislukua jakaumasta U(0, 1) kiyttéden luennoilla esitettyé

D11/2

D11/3

D11/4

MCG-algoritmia parametrein m = 231 — 1, a = 16 807 ja Zy = 920 107.
Generoi (edellisté tehtédvad hyddyntien) neljd satunnaislukua jakaumista

(a) U(L,2),
(b) Geom(1/2) ja
(c) Exp(2).

Oletetaan, ettd simuloinnilla on saatu seuraavanlaiset riippumattomat havainnot X;
parametrista a: 2.47, 5.32, 3.63, 4.16, 2.40 ja 6.07. Laske 95%:n luottamusvili para-
metrille a olettaen, etti yksittiisen havainnon varianssi tunnetaan, D?[X;] = 2.

Simuloi tapahtumapohjaisesti M/M/1-FIFO-jonon (parametrein A = 1/2 ja p = 1)
jononpituuden Q(t) kehitysté hetkestd 0 hetkeen 7' = 2000 olettaen, etté systeemi on
alussa tyhjd, Q(0) = 0. Jononpituuteen Q(t) lasketaan kaikki hetkelld ¢ systeemissd
olevat asiakkaat, sekd odottavat ettd palvelussa oleva. Tee n = 100 riippumatonta
simulointiajoa (ts. kiytd satunnaislukujen generoinnissa eri siemenlukua eri simuloin-
tiajoissa). Laske kussakin simulointiajossa keskiméérdinen jononpituus X aikavililld
[To, T], missé Ty = 1000, kaavasta

1 T
X= /T Q(t)dt.

Niin saat n havaintoa X1, Xo, ..., X, kyseisesté suureesta.

(a) Tulosta niisti havainnoista lasketut keskiarvot X,,, m = 10, 20, . .., 100,

_ 1 X

X = — Z X,

=1
(b) Tulosta niistd havainnoista lasketut otoshajonnat S,,, m = 10,20, ..., 100,
1 <« _
Sm=y| 7 Z;(Xz‘ — Xm)?
1=

(c) Laske ja tulosta lopuksi havaintojen keskiarvojen X,,, m = 10,20, ..., 100, luotta-
musviilit 95%:n luottamustasolla olettaen, ettd havainnot ovat riippumattomia ja
samoin jakautuneita noudattaen normaalijakaumaa, jonka varianssi on kuitenkin
tuntematon.




D11/1

D11/2

MCG-algoritmi (L11/25):
Zi+1 = (CLZZ) mod m

Valinnoilla m = 23! — 1 = 2147483647, a = 16 807 ja Zy = 920 107 saadaan
Zp = 431852820, Z5=1803102527, Z3=1602428472, Z4= 422911877

U(0, 1)-jakaumaan pédstaan normeeraamalla (L11/26):

Néin ollen kysytyt satunnaisluvut ovat (6 numeron tarkkuudella)
U; =0.201097, U, =0.839635, Us =0.746189, U, = 0.196934
(a) Satunnaismuutujan generoiminen U(1, 2)-jakaumasta (L11/27):
X, =1+1U;
Néin ollen kysytyt satunnaisluvut ovat (6 numeron tarkkuudella)

X1 =1.20110, X5=1.83964, X3=1.74619, X4 =1.19693

(b) Lasketaan ensin Geom(p)-jakauman kertyméfunktio (L4/30):

F(n)=P{X <n}= ZP{X—z}—l— Zp—l— n=0,1,...

Erityisesti, kun p = 1/2, saamme
F(0) =1/2=0.500, F(1)=3/4=0.750, F(2)="7/8=0.875,

Satunnaismuutujan generoiminen Geom(1/2)-jakaumasta voidaan tehdé seuraaval-
la algoritmilla (L11/28):

X; =min{n | F(n) > U;}
Niin ollen kysytyt satunnaisluvut ovat
X1=0, Xo=2, X3=1, X4=0
(c¢) Satunnaismuutujan generoiminen Exp(2)-jakaumasta (L11/30):
Xi = — log(U)
Néin ollen kysytyt satunnaisluvut ovat (6 numeron tarkkuudella)

X1 =0.801984, Xo=0.087394, X5 =0.146388, X, = 0.812444



D11/3

D11/4

Havaintojen lukuméiird on n = 6 ja niiden keskiarvo X,, = 4.01. Liséiksi tunnetaan yk-
sittdisen havainnon varianssi 02 = D?[X;] = 2, joten parametrin v 95%:n luottamusvili
on (L11/43)

) 2
X+ 20075 - —— —4.01+1.96 - v2 _ 4,01+ 1.13 = (2.88,5.14)

v V6
Tehtévéssd on ideana luoda sellainen simulattori, jolla voi simuloida systeemin ke-
hitystd (so. liikenneprosessia) riippumatta siitd millainen on saapumis- tai poistu-
misvéliaikojen jakauma. Tehtdvéaa helpottaa nyt se, ettd olemme kiinnostuneita vain
jonon keskipituudesta, jolloin meidén ei tarvitse pitda kirjaa yksittdisten saapumisten
systeemissé viettdméistd ajasta tms. Meille riittdva tilainformaatio on:

— systeemissé kullakin hetkelld olevien asiakkaiden lukumé&éré,

tieto, milloin tapahtuu seuraava saapuminen,

tieto, milloin tapahtuu seuraava poistuminen,

kumuloituva jononpituuden integraali.
Yksinkertaistaen voidaan simuloinnin kulku esittdi seuraavasti:

1. Alustus (muuttujien alustus, alkutilan generointi yms.)
2. Onko aika loppu? Jos on, mene kohtaan 6, muuten siirry kohtaan 3.

3. Onko seuraava tapahtuma saapuminen? Jos on, kasvata tilamuuttujaa yhdellé,
paivitd Q(t) laskuria (jos ollaan ohitettu hetki Ty = 1000) ja laske seuraavan saa-
pumisen ajankohta. Jos saapuminen tapahtui tyhjaéan systeemiin, paivita seuraava
poistumisajankohta (asiakas p#dsee suoraan palveltavaksi).

4. Onko seuraava tapahtuma poistuminen? Jos on, viahenni tilamuuttujaa yhdelld,
paivitd Q(t) laskuria (jos ollaan ohitettu hetki 7, = 1000) ja laske seuraavan
poistumisen ajankohta (jos systeemi on tyhjé, on seuraavan poistumisen ajankohta
adareton).

5. Palaa kohtaan 2.

6. Loppustatistiikan laskeminen

Tehtavana on tarkastella estimaatin tarkentumista, kun kéytettéivissa olevien havainto-
jen méa#ra kasvaa. Alla olevassa kuvassa 1 on esitetty keskiarvon (vasen kuva) ja hajon-
nan (oikea kuva) tarkentuminen, kun kiytettdvien ndytteiden méard on 10,...,100.
Vasemmanpuolisessa kuvassa on lisiksi keskiarvon 95% luottamusvilit. Kuvasta voi
havaita kuinka estimaatin arvon heilahtelu vdhenee, kun néytteiden mé&rd kasvaa
(tarkentuminen). Luottamusvilin kaventuminen johtuu siité, ettd luottamusvélin le-

veys on verrannollinen keskiarvon hajontaan D[X,,], joka tarkentuu nédytteiden méérin

m kasvaessa (L11/40),
¢ D[X,]
DX, =——
Téssd D[X1] on yksittidisen ndytteen (tuntematon) hajonta, jota voidaan estimoida
otoshajonnalla (L11/45)




Liséksi voidaan havaita, ettd estimaatin arvo tarkentuu kohti teoreettista tasapaino-
jakauman odotusarvoa (téssd tapauksessa p/(1 — p) = 1), koska alkutransientin (sys-
teemi oli tyhjd hetkelld T = 0) vaikutusta on véhennetty aloittamalla informaation
keruu vasta hetkestd Ty = 1000.

Kuva 1: [D11/4] Otoskeskiarvo ja sen 95%:n luottamusvélit (vasen) seké otoshajonta (oikea)
niytteiden méirin funktiona.



