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1 Johdanto

Tassé tyoraportissa késitelldan kaksiulotteisen fraktionaalisen Brownin liikkeen
soveltamista kuvatiedon mallintamiseen ja toisaalta esitelliin tapoja simuloi-
da itse prosessia. Késittely on varsin karkea ja tulee vain kokoamaan tehtyja
havaintoja ja selittdméan kiaytettyji menetelmid. Varsinainen tyo on suoritettu
Mathematica-ohjelmistolla ja keskeinen osa tété tyotéd ovatkin tehdyt ohjelmat.

2 Kuvankoodaus FBM-mallilla

2.1 Yleista

Kuvainformaatiolle on tyypillistd, ettd kuvassa toisiaan ldhelld olevat pisteet
ovat usein tummuusasteeltaan samankaltaisia. Tutkitaan kuinka téatd dataa voi-
daan mallintaa stokastisella prosessilla, 2-ulotteisella fraktionaalisella Brownin
liikkeelld (FBM).

Mallin tarkoitus on mahdollistaa, esim. tiedonsiirron yhteydessé, kuvadatan
kohtuullisen tarkka ennustaminen aiemmin vélitetyn informaation perusteella,
jolloin siirrettévén tiedon méira vihenee. Toimintaperiaatteena on se, etté las-
ketaan mallilla ennuste, seké ennenkaikkea ennustevirheen jakauma, jonka avul-
la voidaan suorittaa esim. Huffman-koodaus (ks. [1]) ennustevirheelle. Pakattu
tieto voidaan sitten saman jakauman avulla purkaa vastaanottopéaissia. Mallin
ansiosta ylimé#drdistd informaatiota joudutaan siirtdméin vain kolmen prosessi-
parametrin verran.

Téssé yhteydessd 2dFBM tulkitaan siten, etté se liittdd pinta-alaan pinnan
viriméddrin ja nyt kuvan ajatellan olevan jonkin téllaisen prosessin Zy reali-
saatio. Zyx on gaussinen ja silld on stationaariset lisdykset. Lisdksi olkoon x
vastaavan vektorin maarittama suorakaidealue, jolloin

Zy(ax) ~ o* 7, (x) (1)

Té#sti seuraa esimerkiksi se, kun pinta-ala kasvaa nelinkertaiseksi, niin varimaa-
rin varianssi kasvaa vastaavasti 42 -kertaiseksi.

Prosessi mééritteleekin yksikésitteisesti mm. kuvan eri alueiden véliset kor-
relaatiot. Itse prosessi puolestaan voidaan mééaritelld kolmella parametrilla; m,
a ja H, missd m on odotusarvo, a varianssiamplitudi ja H ns. Hurstin parametri,



miké kuvaa prosessin lisdysten vilisid korrelaatioita. Kun H=0.5 Zx on taval-
linen 2D Brownin liike (riippumattomat lisdykset, kuva kohinaa) ja kun H=1
lisdiykset ovat vakioita (tdysin pos. korreloituneita, kuva tasavérinen). Keskei-
nen huomio on se, ettd kahden pisteen vilinen kovarianssi riippuu FBM-mallissa
vain H:sta ja pisteiden vilisesté etdisyydestd (ks. luku 2.3).

2.2 Hierarkinen malli

Tutkitaan kokoa 2™ x 2™ olevia 8-bit harmaasédvykuvia. Mallissa kisiteltdva in-
formaatio on “mustan vérin” méiri tietyssi (nelit)alueessa. Edetéén hierarki-
sesti ylh#dalta alaspéin siten, ettd alue jaetaan neljadn lohkoon, puolittamalla
molemmat sivut ja ndmé osat jilleen jaetaan jne. Viriméaird emolohkossa on
siis aina neljén tytérlohkon viriméérien summa. Aloitetaan virimaarista koko
kuvassa ja jatketaan kunnes kukin alue on mustan vérin méard yhdessa pik-
selissé, jolloin kuva on valmis. Rajoitetaan kéytettyjen lukuarvojen tarkkuus 8
bittiin, jolloin suuret virimé&érit pyoristetdédn muotoon 4™-8-bittinen luku.

Ennuste kullekin lohkolle ja ennustevirheen varianssi lasketaan ehdollisesta
jakaumasta, joka riippuu jo koodattujen (hierarkiassa saman ja yhtd ylemmén
tason), lahell4 sijaitsevien lohkojen arvoista. Riippuvuuden méérittelee taustal-
le oletettu FBM-malli. Koodaaminen joudutaan suorittamaan jossakin jérjes-
tyksessé ja siitd riippuu ehdollistamiseen kdytettavissi olevat saman tason ele-
mentit, eli ne jotka on jo koodattu. Téssd yhteydessé jarjestykseksi on valittu
vasemmalta oikealle ja ylhd#lté alas.

Joka tapauksessa, kun lohko jaetaan neljdén eri osaan, tulee myds ehdol-
listen jakaumien laskemiseen 4 perustapausta, jotka sitten saattavat reuna-
alueilla muuttua. Kolme tapausta lasketaan normaalisti mallin mukaan (vaik-
kakin eri lohkoja kiyttéen). Neljinnessé tapauksessa tunnetaan ylemmén tason
(emo)lohkon virimééri ja kaikkien muiden sisarlohkojen vérimédrit, joten teo-
riassa lohkon vériméédrd voidaan niisté laskea. Nyt kuitenkin johtuen 8 bitin
tarkkuudesta 4. lohkon viriméérille jaa 2 bitin epétarkkuus eli 4 eri vaihtoeh-
toa. Tamé voidaan koodata suoraan 2 bitilld, silld on epdtodennékoista, ettéd
yksi vierekkéisistd varimadristd olisi kaksi kertaa muita todennékéisempi, jol-
loin vasta saavutettaisiin etua todellisen jakauman avulla koodatessa.

Reuna-alueilla otetaan ehdollistavista lohkoista kayttoon ne mitkd pysty-
tddn. Jos ndmé lohkot ovat samalla tai ylemmélld hierarkiatasolla koodatta-
van lohkon naapureita, tulee kaiken kaikkiaan 7 erikoistapausta perustapauk-
sen lisdksi; 3 kulmaa ja 4 reunaa. Esimerkiksi kdytetylla koodausjérjestyksella
vasemman ylidkulman koodaamisessa on kiytettdvissi tieto ainoastaan emoloh-
kosta.

Kaytinnossa siis kuvan kompressiovaiheessa identifioidaan kuvasta m, a ja
H ja tdmén jélkeen lasketaan virimédrid hierarkisesti lohkoissa ja pakataan ne
ehdollisten jakaumien avulla. Purettaessa samat jakaumat konstruoidaan para-
metrien ja jo puretun informaation avulla.

Nyt olennaisia kysymyksid ovat mm.: Alueiden vélisten kovarianssien ja eh-
dollisten jakaumien laskeminen FBM-mallin mukaan? Mité lohkoja tulisi huo-
mioida jakaumien muodostamisessa? Mikd on H:n arvo annetussa kuvassa?



2.3 Kovarianssien laskeminen

Ehdollisten jakaumien laskeminen vaatii siis sen, ettd tunnetaan eri lohkojen
véliset kovarianssit. FBM-mallissa kahden pisteen kovarianssi Cov[Zx, Zy| ~ ria,
missé r on pisteiden viélinen etéisyys ja a = 4—4H . Kovarianssi prosessin arvojen
vililld kahdessa mielivaltaisessa alueessa X ja Y voidaan laskea intergraalina
alueiden yli;

1
COU[ZX,Zy]:/ / ﬁdxdy xeX,yeY
X Y(X Y)

Taméa kuitenkin 2-ulotteisessa tapauksessa vaatii nelinkertaisen integroinnin
(numeerisesti) ja ei nédin ole kovin tehokas. Vaihtoehtoisesti voidaan laskea va-
rianssi mielivaltaisessa alueessa ja sitten eri alueiden variansseja ja laskukaavo-
ja kéyttden laskea haluttu kovarianssi. Lasketaan varianssi suorakaidealueessa
(sivut x ja y) (summa kaikkien differentiaalilohkojen vélisistd kovariansseista)
napakoordinaatistossa, jolloin;

w/2 00
Var[X] = 4/ dga/ TLA(T, p)dr
0 o T

Tassda A(r, ) = (y — rsing)t(z — cosp)™, eli sen leikkauksen pinta-ala, joka
syntyy alkuperiisen (x,y)-suorakaiteen ja suuntaan ¢ matkan r siirretyn (x,y)-
suorakaiteen vilille. Nyt integraali voidaan laskea analyyttisesti r:n suhteen ja
jdljelle ja& yksi numeerisesti laskettava:

y s PS¢0
tanpg =0 == R(p) =4 9%
w=p=Y Re={TF 17

Var[X] = 24 [7{ 52 R()>~* — (sinp + [ cos ) 71 R()*~+
smcpcosgpﬁR(gp)‘l*a}dga

Nyt yleinen kahden korttelietdisyydelld (x,y) olevan nelislohkon (toisen lohkon
vasen alakulma origossa, toinen lohko 1. neljinneksessi) vélinen kovarianssi voi-
daan laskea rekursiivisesti varianssien avulla ldhtien kaavan 2 avulla lasketun
(x+a,y+a)-kokoisen (a ylemmin nelislohkon sivun pituus) alueen varianssis-
ta ja kiyttien hyviksi laskukaavaa Var[3 i, Xi] = 371, 320 Cov[ X, Xj].
Talld tavoin laskettuna pienilld etdisyyksilld laskentatehon tarve on huomatta-
vasti numeerista integrointia pienempi. Suuremmilla etiisyyksilld/lohkoilla ti-
lanne on péinvastoin (ellei kovariansseja lasketa analyyttisesti etukiteen) ja nu-
meerinen integrointi kiytannollisempéaa.

2.4 Ehdolliset jakaumat

Kéytetylla menetelméalld ehdollinen jakauma lasketaan siis jokaiselle koodatta-
valle lohkolle erikseen. Jakauma kertoo koodattavan lohkon kunkin véariarvon
todennikoisyyden ja sen varianssi pyritdin saamaan pieneksi, jotta ennustevir-
he voidaan pakata tehokkaasti. Luonnollisesti mité useampia ympéroivid lohko-
ja huomioidaan jakaumaa laskettaessa, sitd pienempi varianssiestimaatti on ja
sitd parempi kompressio saavutetaan, mikéili malli on voimassa. On kuitenkin



makuasia kuinka monta lohkoa ehdollistamisessa huomioidaan silla parannus ei
ole endd kovinkaan merkittavi verrattuja lisiéntyneeseen monimutkaisuuteen
kun otetaan useampia kuin 3 lohkoa (emo + sivunaapurit) mukaan.

FBM-prosessille ehdollinen jakauma on gaussinen ja riippuu lohkojen ar-
voista seké niiden vilisistd kovariansseista seuraavasti. Symmetrinen I'-matriisi
siséiltéé lohkojen véliset kovarianssit, ensimmaiselld rivilld/sarakkeella koodat-
tavana olevan z (téssd siis skalaari) kovarianssit muiden lohkojen kanssa. zo
siséiltéé ehdollistamisessa kiytettyjen lohkojen arvot (téssd: vérimédrd). Mer-
kitdan viels A = I'"! ja ositetaan se seuraavasti;

Ay Ay
A =
< Ay Ay
Misséd A1 on yleisesti neliomatriisi kokoa dimz, ja siis nyt skalaari. Nyt FBM-

mallin mukaisesti ehdollinen jakauma [2] on gaussinen odotusarvolla ja kova-
rianssilla:

E[z|z2] —A11 Az,
E[z°|z2] = Ap~! (2)

2.5 H:n identifiointi

Nyt siis tunnetaan kuinka malli toimii, mutta vield olisi pystyttdva maardamasn
ne kolme prosessiparametrid, mitkd kuvaavat koodattavaa kuvaa parhaiten.
FBM-prosessin parametrit on laskettava kullekin kuvalle erikseen. Keskimé&a-
rainen viriméa#ird m voidaan helposti laskea kuvadatasta, mutta hieman ongel-
malliseksi muodostuu H:n etsiminen ja sitd kautta myos varianssin estimointi
suurilla H:n arvoilla.

Yksinkertainen heuristinen tapa H:n arvioimiseksi on ns. variance plot [4].
Nyt kaksiulotteisessa tapauksessa estimoidaan varimé#ran varianssi eri hierar-
kian tasoilla. Kun otetaan néistd variansseista 4-kantaiset logaritmit ja piir-
retddn kuvaaja, niin varianssin tulisi muuttua kulmakertoimella 2H. Kulma-
kerroin voidaan laskea esim. sovittamalla suora PNS-menetelmilld. Ongelmana
téssd kuitenkin on varianssin estimoiminen. Otetaan muutama esimerkkikuva
kokoa 512x512 (kuvankisittelyyn tarkoitettuja kuvia 16ytyy mm. [5]) ja esti-
moidaan varianssi aluksi yksinkertaisesti otosvarianssin kaavalla [4] (kuva 2.5).

Pikselitasolla estimaatit ovat viililta (0.93,0.999), kun taas ylimmilla tasoilla
ldhes satunnaisia. Otosvarianssi ei kuitenkaan ole vélttidmatta paras tapa esti-
moida H. Korreloituneelle prosessille harhaton Var-estimaatti [6] olisi:

1
2 _ —\2
S = Z(avz —I) (3)

Téssé ongelmana tietysti on H:n mukanaolo, joten ratkaisu joudutaan suoritta-
maan iteratiivisesti. Nyt kuitenkin kdy niin ettd H kasvaa ilman rajoja ja menee
aina yli 1. Toisaalta jos yritetddn estimoida H lokaalisti erikseen kaytetyille hie-
rarkiatasopareille, havaitaan etté iteraatio konvergoi jos aluksi H < 0.9. Kuten
edellisestd kuvastakin havaitaan H-estimaatti on aina alimmilla tasoilla tdm&n
rajan yldpuolella. Jostakin syysté siis suurilla H:n arvoilla estimaatti kasvaa
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Kuva 1: H-estimaatit, otosvarianssimenetelmé

jatkuvasti iteraation edetessd. Mallin kdypyyttd voidaan talld perusteella siis
epéilla.

Ongelmaa voi sitten yrittdéd ldhestyd myos toista kautta, silld sovelluksen
kannalta keskeistd on loppujen lopuksi kuitenkin vain datan kompressio. Voi-
daankin yrittdd optimoida milla a:n ja H:n arvoilla saavutetaan paras pak-
kaussuhde (pakattu bittiméiri/alkuperdinen). Kokeiluilla pystytdin loytadméiadn
ldhes optimaaliset (a,H), mutta osoittautui myds, ettd néitd arvoja ei kuvada-
tasta pysty estimoimaan. Periaatteessa olisi kdytettava jotakin 2-ulotteista opti-
mointialgoritmié, kuten Hooke-Jeeves, mutta ongelmaksi muodostuu kompres-
siosuhteen laskeminen annetuilla (a,H), silli esim. kiytetylld kuvakoolla kys.
funktion evaluointi vie helposti kymmenis minuutteja ja algoritmisséi tarvitaan
helposti kymmeni#-satoja evaluointeja.

Siis FBM-mallilla saavutetaan jonkinasteinen kompressio, mutta taustalla
olevat optimaaliset prosessiparametrit a ja H eivit ole kuvasta estimoitavissa
mallille tyypillisin menetelmin. Tutkitaan kuitenkin kuinka hyva néin kokeile-
malla saavutettu pakkaussuhde on.

2.6 Yleinen lineaarinen sovitus

Jotta saataisiin kuva FBM-mallin toimivuudesta tdytyy vertailupohjana kiyttas
kuvalle yleisempéa mallia, jossa kukin lohko y riippuu lineaarisesti sopivasti va-
lituista toisista lohkoista x; tietyilld kertoimilla a;, ts.

y=ag-1+a1x1 +asxs+...

Kéaytannossia kyseessd on sama malli, jota kdytettiin edella FBM-koodauksen
yhteydessé, mutta nyt tarkoitus on laskea kertoimet a,, kullekin kuvalle erikseen
siten, etté jokaiselle lohkolle yhtélo toteutuu mahdollisimman hyvin pienimmén
nelidsumman mielessi. Edelldhéin kyseiset kertoimet laskettiin taustalle oletetun
FBM-mallin avulla, jolloin kertoimet voitiin “pakata” kolmeen prosessiparamet-
riin. Merkinniit; y on vektori, jossa pisteiden arvot (y1,v2,¥3,--.,%n)’, X on
matriisi, jossa vaakarivilld i € (1,...,n) on lohkoa y; vastaavat (1, z;1,x;2,...)
ja a = (ag,a1,...)T Lasketaan optimaaliset kertoimet a, eli minimoidaan ne-
licssumma laskemalla derivaatan nollakohta;

min (y — Xa)T(y — Xa)



d%(y —Xa)T(y — Xa) = —2XTy + 2XTXa =0
= a=(XTX)"' X"y (4)

Tiedonsiirron tms. yhteydessé poimitaan kuvasta y, X ja lasketaan (kaavalla
4) a, joka siirretdén ennustevirheen jakaumaparametrien (tai koodisanakirjan)
kanssa vastaanottajalle. Vastaanottopédissé ennustetaan mallilla tulevat pisteet
jo olemassa olevien avulla ja néin tarvitsee vilittdd ainoastaan ennustevirhe,
joka kapeasti jakautuneena voidaan pakata tehokkaasti.

Ongelmana on siis valita lohkot x; ja niiden méérd sopivasti, jotta ennuste-
virheen varianssi olisi pieni ja toisaalta vélitettdvien kertoimien mééréa kohtuul-
linen. Témén jélkeen olisi vield 16ydettiva sopiva tapa kuvata ennustevirheen
jakauma mahdollisimman véahin parametrein.

2.6.1 Tasomalli

Yksinkertaisin lahestymistapa lineaariseen malliin on ilmoittaa kukin pikseli jo
koodattujen naapuripikseleiden avulla, jolloin siis kaikki lohkot ovat kuvapikse-
leita. Tyypillisesti, jos koodaus suoritetaan vasemalta oikealle ja ylha#ltéd alas,
otetaan mukaan naapurit vasemmalta, ylhddltd ja vasemmasta yliakulmasta.
Useampien pikseleiden huomioiminen hidastaa turhaan algoritmié (erikoisjér-
jestelyji reuna-alueilla), lisdd muistintarvetta ja parannus kompressiosuhteessa
on kuitenkin korkeintaan luokkaa 15 (256x256 kuvalla). Reunoissa kiytetisn
“ennusteena” edellistd arvoa.

Saavutettu kompressiosuhde riippuu luonnollisesti kuvakoosta, mutta esi-
merkiksi 256 x 256 kuva joka onnistuttiin pakkaamaan 0.75:een (hierarkisella)
FBM-mallilla saatiin 0.65:een talld menetelmélla. Yleisesti kyseiselld kuvakoolla
pakkaussuhde vaihteli 0.59-0.65 vélilld eri testikuvilla. Lasketut kompressiosuh-
teet ovat teoreettisia (alarajoja) entropiakoodauksella. Liséksi on huomattava,
ettd lineaariselle mallille kaytettiin tarkkaa ennustevirheen jakaumaa vaikka-
kaan sen vilittdminen ei olisi kiytetylla tarkkuudella tulosta muuttanut.

Ennustevirheen jakauman (kuva 2) keskihajonnaksi tulee esimerkkikuvalla
kolmea lohkoa kaytettdessd 11.9. Jakauma on tyypillisesti normaalijakaumaa
terdvampi ja paksuhéntidisempi jopa siind méérin, ettd approksimoiminen nor-
maalijakaumalla ei ole valttaméatta hyva ratkaisu. Mitd enemmén otetaan mu-
kaan pisteitd x; sitd enemmén alkaa ennustevirheen jakauma muistuttaa nor-
maalijakaumaa. Pahimmillaan joudutaan kuitenkin koko koodisanakirja toimit-
tamaan vastaanottajalle. Téllaisella lisdinformaatiolla ei kuitenkaan ole mer-
kittavaa vaikutusta silla kidytetty kovakoko 256x256 siséltad 65536 koodattavaa
elementtid joten muutama satakaan 8-bittisid lukuja ei huononna koodausta
huomattavasti.

2.6.2 Hierarkinen malli

Tasomallin yhteydesséd havaittiin, ettd ylim#ardisen informaation maéri ei vai-
kuta paljoa kompressiosuhteeseen. Niinpd FBM-mallia vastaava hierarkinen mal-
li saattaisi my6s toimia. Nyt joudutaan siis laskemaan kolmet eri kertoimet ja
ennustevirheen jakaumat. Kuten FBM-mallissakin aina ns. 4. lohko (2x2 lohkon
oikea alakulma) koodataan 2-bittiseni.

Téssé yhteydesséd kovin perusteellisia tarkasteluja ei ollut mahdollista kay-
tettévissd olleen ajan puitteissa tehdé, joten tulokset ovat vain suuntaa anta-
via. Kokeiluissa havaittiin, ettd merkittavia hyotya hierarkisen mallin kdytosta



Kuva 2: Ennustevirheen jakauma

ei ole. Optimoimalla ehdollistamisessa kaytettéavit lohkot saataneen kuitenkin
hieman tasomallia parempi pakkaussuhde. Esimerkkikuvalla saatiin pakkaus-
suhdearvioksi pahimmillaan noin 0.64. Ongelmia hierarkisen mallin kanssa on
se, ettéd lohkojen varianssi kasvaa ylemmille tasoille mentéessi ja nédin ei pystytéa
naapureiden avulla rajaamaan ennustevirheen jakaumaa kovinkaan tehokkaasti
ja tdmé kompensoi saavutetun edun jakauman keskihajonnassa pikselitasolla ja
4. lohkon tehokkaan pakkaamisen.

2.7 Vertailua

Tasomallia ja hierarkista mallia voidaan parhaiten verrata saavutetulla pakkaus-
suhteella. Kuvassa 3 on esitetty hierarkisen mallin teoreettinen pakkaussuhteen
ja keskiméariisen bittiméérin /8-bit vériarvo vilinen riippuvuus (tasomalli kat-
koviivalla). Periaatteessa seki taso- ettd hierarkisessa mallissa koodataan sama
méard arvoja, mutta ero tulee neljinnen lohkon epétarkkuudesta. Toisaalta hie-
rarkisessa mallissa pddstdin kapeampiin ennustevirheen jakaumiin, miké paran-
taa kompressiota tasomalliin nahden.

Miksi lineaarinen malli toimii sitten paremmin kuin FBM-malli? Keskeisii ha-
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Kuva 3: Hierarkinen vs tasomalli

vaintoja on se, etti FBM-mallilla sivunaapurit ovat samanarvoisia. Optimoi-
dulla mallilla niin ei ole, vaan ero voi olla jopa 100% luokkaa. Tdmé johtuu
kuvan ominaisuuksista; valon tulosuunnasta, geometrisisté rakenteista ym. Toi-



saalta FBM-malli antaa my6s optimoituun malliin ndhden aivan liian suuren
painoarvon emolohkolle (etenkin, jos H on pieni). Suurimpia syitd lienee kui-
tenkin se, ettd ennustevirheen jakaumaa kuvataan normaalijakaumalla. Kuvas-
sa 4 on esitetty teoreettinen pakkaussuhde normaalijakauman keskihajonnan
funktiona ja huomataan, ettd jakaumaa tulee olla hyvin kapea jotta vertai-
lukelpoinen kompressio saavutetaan. Taméa ei kuitenkaan ole realistinen vaati-
mus etenkadn ylemmilld hierarkiatasoilla. Malli pystyy pakkaamaan tehokkaasti
pikselitason, mutta tehottomuus vaivaa ylemmilld tasoilla. Kuvadata on hyvin
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Kuva 4: Pakkaussuhde N-jakauman keskihajonnan funktiona

FBM-realisaation kaltaista paikallisesti, mutta laajemmassa mittakaavassa ku-
vadata on ennemminkin erdénlainen moduloitu prosessi, jolla on tasaisia tummia
ja vaaleita alueita, kun FBM-realisaatio puolestaan tasoittuu tasaisesti koko alu-
eessa H:n kasvaessa. Lopuksi voidaankin yhteenvetona todeta, ettéd edeltéikéisin
FBM-mallin suurin vahvuus kuvankoodauksessa - vihéiinen lisdinformaation tar-
ve - ei pysty ollenkaan kompensoimaan mallin epédtarkkuuden aiheuttamaa te-
hottomuutta.

3 2-dimensioisen FBM-realisaation generointi

3.1 Yleista

FBM-prosessin Z; realisaatioita voidaan generoida mééaritelmén mukaan seu-
raavasti [2]:
z=T12w (5)

Tissi z on prosessin Z; arvot k x 1-vektorissa, I' = E[zz”] ja w = k x 1-vektori
riippumattomia N (0, 1)-jakautuneita satunnaismuuttujia.

2-ulotteisessa tapauksessa asia on siis yksinkertainen; generoidaan n? x 1
vektori (jossa on peridkkidin n x n realisaation vaakarivit ylh#éltd alas) muo-
dostamalla vastaava kovarianssimatriisi ja arpomalla n? x 1 kokoinen vektori
N(0,1)-jakautuneita lukuja. Kovarianssit voidaan helposti lasketa luvussa 2.3
esitetylld tavalla, mutta erityisesti kannattaa huomata, ettd matriisi sisaltas vain
Z(n + 1) eri arvoa ja nidin matriisin muodostaminen voidaan suorittaa varsin

2
tehokkaasti.



Kaytannossd n x n kokoisella realisaatiolla kaavassa oleva kovarianssimat-
riisi on kuitenkin jo kokoa n? x n?, jolloin nelijuuren laskeminen on tyypil-
lisesti lilan iso (muistia kuluttava) operaatio tavalliselle tietokoneelle. Esim.
433MHz Alpha selviéii vield kokoluokkaa 20x20 olevasta kuvasta, muttei en#é
esim. 32x32. Jos huomattavasti suurempaa muistikapasiteettia ja laskentatehoa
ei ole kiytettavissi on ongelma kierrettédvé jollakin tavalla.

Ongelman ratkaisumahdollisuuksia on useita, mutta téssid yhteydessd on
tarkoitus késitelld lihinnd Random Midpoint Displacement(RMD)-menetelmén
yleistys kaksiulotteiseen tapaukseen ja sen paranneltu versio. Lisdksi luodaan
lyhyt katsaus muihin potentiaalisiin ratkaisumahdollisuuksiin.

3.2 RMD

RMD-menetelmé perustuu kumulatiiviseen hierarkiseen malliin (sama mité e-
delld kiiytettiin koodaukseen), jossa emoyksikén arvo on sen tytiryksikdiden
arvojen summa. Tytaryksikoiden arvot voidaan generoida tdmén summaomi-
naisuuden seké niiden emon arvolla ehdollistetun yhteisjakauman avulla. Eh-
dollisen yhteisjakauman (gaussinen) mé#rié yksikésitteisesti FBM-malli.
Kaksiulotteisessa tapauksessa yksinkertaisimmillaan emolohko muodostuu 4
tytérlohkosta (2x2), joista kolme (vektori zq) voidaan generoida nyt kaavalla:

71 = E[z1|22] + E[z121 T |22]"/*w (6)

Téssd w on siis 3-vektori satunnaislukuja N(0,1)-jakaumasta ja zo emolohkon
arvo. Kyseiset odotusarvot lasketaan kuten (2) kiyttdmilld kovarianssimat-
riisina kolmen tytédrlohkon ja emolohkon vilisistd kovariansseista muodostet-
tua matriisia. Kun kolme tytédrlohkon arvoa on selvilld saadaan neljis mallin
kumulatiivisuuden perusteella vihentdmaélld emolohkon arvosta jo muodoste-
tut (tytdrlohkojen)arvot. Perusmallissa algoritmi aloitetaan arpomalla “ylin”
emolohko normaalijakaumasta (kdyttden ominaisuutta 1) Mallilla realisaatios-
ta (kuvat 5(a)-5(f)) tulee hieman lohkomainen ja hyvin epétasainen, koska eri
neljianneksissé olevilla lohkoilla on tietoa toisistaan vain alkukuvan hierarkiata-
son kautta. Menetelmés voidaan sitten kehittéid edelleen periaatteessa kahdella
tavalla. Sen sijaan, ettid [ihdetddn generoimaan realisaatiota yhdesté alkuarvos-
ta, voidaan muodostaa (mahdollisimman suuri) alkukuva suoraan mééritelmén
5 mukaan ja vasta sen jdlkeen aloittaa lohkoittainen operointi. Toisaalta mene-
telméé voidaan parantaa ottamalla z-vektoriin useampia jo generoituja lohko-
jen arvoja ja kiyttdid vastaavaa kovarianssimatriisia. Tarkoitus on valita ndmé
lohkot sopivasti generoitavan lohkon ympériltad siten, ettd vierekkéiset lohkot
ovat tietoisia my®s naapureistaan.

Esimerkiksi téllainen toteutus on tehty liitteené olevassa Matematica-ajossa,
missé generointi etenee vasemmalta oikealle ja ylh#dltd alas ldhtien 16x16 al-
kukuvasta. zs:een on valittu 6 tytdrlohkotason lohkoa sekéd 4 emotason lohkoa
(kuva 6, generoitavana lohkot 1-3 ja x). Lohkot 1-3 generoidaan siis kaavan 6
mukaan siis yhteisjakaumasta, joka on ehdollistettu lohkojen 4-13 arvoilla ja
ns. 4. lohko (kuvassa x) saadaa vihentamélld emolohkon (10) virimédrastd loh-
kojen 1-3 vériméédrien summa. Reuna-osissa jakauman méérityksessé kéiytossa
ovat ne lohkot mitki sijaitsevat kokonaan kuva-alueella.

Lohkomaisuutta ei nyt en#é esiinny (kuvat 5(g)-5(1), seké liitteet). Ehdol-
lisen yhteisjakauman laskemiseen kdytettyjen lohkojen valinta voidaan suorit-
taa monella muullakin tavalla ilman ettd tulos merkittavéasti kérsii. Keskeista



(a) RMD H = 0.6 (b) RMD H = 0.8 (c) RMD H = 0.9
(d) RMD H = 0.95 (e) RMD H = 0.9 (f) RMD H = 0.999

(g) H=0.6 (h) H=038
() H = 0.95 (k) H =0.99 (1) H = 0.999

Kuva 5: Realisaatioita
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Kuva 6: Parannettu RMD, eris lohkojako

on ainostaan, etti informaatiota on olemassa joka puolelta generoitavan lohkon
ympéristosta.

3.3 Muita menetelmii

Kaavassa 5 olevan neliGjuuren laskeminen ei valttdméttd tarvitse suurta ka-
pasiteettia jos matriisin ominaisuuksia pystytddn kiyttdméan hyvéiksi. Kova-
rianssimatriisi (kokoa n? x n?) on nelidalueessa symmetrinen molempien dia-
gonaalien suhteen ja positiividefiniitti kun H € (0.5,1), joten silli on olemassa
yksikésitteinen neliojuurimatriisi. Tamén lisdksi kovarianssimatriisi muodostuu
n? kappaleesta n x n Toeplitz-lohkosta, jotka nekin sijaitsevat symmetrisesti
molempien diagonaalien suhteen (lohkot muodostavat myos tavallaan Toeplitz-
matriisin). Symmetriasta johtuen erilaisia lohkoja on siis Z(n + 2) kpl. Koska
kovarianssi riippuu ainoastaan etéisyydesté, kaiken kaikkiaan kovarianssimatrii-
sissa on vain g (n + 1) erilaista alkoita;

A B C D . al as a3 Qa4
B A B C as a1 as as
_ C B A B A=| a a a a
n2xn2 D C B A

Neligjuurimatriisi on myds (per)symmetrinen ja positiividefiniitti sekd lohko-
rakenteinen, silli erolla kovarianssimatriisista, ettd lohkot ovat sisdisesti ja ul-
koisesti ainoastaan persymmetrisid, mutta eivét Toeplitz-tyyppid. 1/-matriisille
taytyy siis laskea ainoastaan yldsektorin lohkot, ja niissdkin vain yldsektorin
alkiot, joten muistiin tarvitaan (%(n + 2))? eri alkiota n* sijaan. Matriisin
“ylasektorilla” tarkoitetaan téssd siis niitd alkioita, jotka peilamaamalla mo-
lempien diagonaalien suhteen muodostavat koko matriisin:

r X r X
T x

8 &8 8
8 8 8

Toeplitz-tyypin matriiseille on olemassa kirjallisuudessa (mm. [3]) paljon eri-
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laisia hyvin tehokkaita algoritmeja ja kenties niitd modifioimalla saadaan teho-
kas algoritmi my6s lohkomaisen tapauksen laskemiseen.

Kokonaan toinen l&dhestymistapa olisi mahdollinen jos kéytetddn kaavaa 5
vastaavaa jatkuvaa relaatiota, missi FBM-prosessin arvot lasketaan stokastisten
integraalien avulla [2].

3.4 Yhteenveto

Parannetulla RMD-mallilla, jossa ehdollistetaan generoitavat lohkot kaikkiin
naapureihin, saavutetaan jo varsin hyvid tuloksia. Tuloksia pitdisi kuitenkin
pystyéd vertailemaan todellisiin, jotta niiden oikeellisuudesta olisi varmuutta.
On selvad ettd kdytetyt yksinkertaistukset vaikuttavat jonkin verran laatuun,
mutta kuinka paljon?

Nelijuurimatriisin tehokas laskeminen tai approksimoiminen olisi yksi kes-
keisistd probleemoista. Vaikka 256x256 kokoiset realisaatiot jdisivét edelleekin
laskentakapasiteetin ulottumattomiin, jo pieni parannus tehokkuuteen mahdol-
listaisi my6s isomman alkukuvan kiyton RMD-menetelméssd ja téta kautta
realistisemman simulointituloksen.

3.5 Liitteet

o 2dFBM-realisaatioita molemmilla RMD-menetelmilli.
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