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Teoria

e Johdanto simulointiin

e Simuloinnin kulku — prosessin realisaatioiden tuottaminen

e Satunnaismuuttujan arvonta annetusta jakaumasta

e Tulosten keruu ja analyysi

Varianssinreduktiotekniikoista
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Varianssinreduktiotekniikat

e Simulointi on yleensd paljon aikaa / laskentatyGta vaativa tekniikka
e Jos naytteenottoa voidaan jollakin tavoin muuttaa siten, ettd ndytteen varianssi pienenee,

— saadaan tarkempi estimaatti tietylld toistojen magralla

— tietyn tarkkuuden saavuttamiseen tarvittava toistojen médrd pienenee (kdéntéen verran-
nollisesti varianssin reduktioon eli hajonnan reduktion nelitén)

e T'illaisia menetelmia kutsutaan varianssinreduktiotekniikoiksi

— ovat arvokkaita edellyttéden, ettei tekniikan soveltaminen itsessdan tuo merkittavaa lisaa
laskentatyohon

e Varianssinreduktiotekniikoissa

— kiytetdan dlykkyytta

— hyddynnetddn tunnettuja tuloksia / tietoa systeemisté

sellaisten havaintojen tuottamiseksi, joissa vaihtelua on vihemmén
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Varianssinreduktiotekniikoita

e Yhteisten satunnaislukusekvenssien kaytto

e Antiteettiset muuttujat

e Kontrollimuuttujat

e Ehdollistaminen — tunnettujen keskiarvojen kaytto

e Importance sampling (liittyy lahinné staattiseen simulointiin; ei késitelld tdssa)

e RESTART

VAROITUS

e Varianssinreduktiotekniikoiden virheellinen kaytto saattaa johtaa toivottuun ndhden vastak-
kaiseen tulokseen eli varianssin kasvuun
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Yhteisten satunnaislukusekvenssien kiytto

e Tulee kysymykseen vertailtaessa kahden samankaltaisen systeemin suorituskykyé

e Tyypillisessd tapauksessa tutkitaan systeemin kdyttaytymistd kahden eri ohjaus- tai toimin-
tapolititkan A ja B vélilla, esim.
— jonojarjestelméan kayttaytyminen kahdella eri skedulointipolitiikalla:

— esim. mika on ero keskiméaraisessa odotusajassa kuvan esittaméssi kahden jonon jarjestelméssa,
kun saapuvat asiakkaat ohjataan jonoihin a ja b

A) vuorotellen

B) satunnaisesti, 50% todennékoisyydelld joko jonoon a tai b

a

.

b
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Yhteisten satunnaislukusekvenssien kiytt6 (jatkoa)

e Kiinnostavaa on jonkin suorituskykysuureen X odotusarvojen ero néiden kahden politiikan
valilla
Ap = pa — pp = E[X*] — E[X7]
missd X4 ja X 7P tarkoittavat satunnaismuuttujaa X kyseisten politiikkojen vallitessa ja

pa=EXY  up=EX7]

e Frotuksen Au estimoimiseksi on edullista tutkia jarjestelmén kayttaytymista politiikoilla A
ja B kéyttéden tdsmaélleen samoja saapumisprosessien realisaatioita

— jos politiikkaa A simuloitaessa esiintyy saapumisryoppy, niin sama ryoppy esiintyy myos
politiikkaa B simuloitaessa

— eroa el ndinollen paddse muodostumaan simuloinneissa satunnaisesti poikkeavista saapu-
misprosesseista, vaan ainoastaan politiikkojen eroista
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Yhteisten satunnaislukusekvenssien kiytt6 (jatkoa)

e Simuloinneissa, jotka toistetaan n kertaa saadaan otokset
XA xh x4 XA
XP XB XB XD

e Politiikalla A otoskeskiarvo ja otosvarianssi ovat

1 n

- 1 n _
Xi=-—> X4 &%= XA X y)?
A n = 1 A n—h;( 1 A)
ja vastaavat kaavat patevét politiikalle B
e Frotukselle Au saadaan estimaattori
Aj=X4—Xp

jonka varianssi on
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Yhteisten satunnaislukusekvenssien kiytt6 (jatkoa)

e Otoksen X{', X3!, X4, ..., X niiytteet ovat toisistaan riippumattomia, samoin otoksen
XlB,XQB,Xf, - ,Xf naytteet

e Samoja realisaatioita kiytettiessd kuitenkin niytteet X' ja X2 i = 1...n, ovat korreloituneita

— korrelaatio on positiivinen, koska samat saapumisryopyt esiintyvit kummassakin simu-

loinnissa
— vastaavasti otoskeskiarvot X 4 ja X p ovat positiivisesti korreloituneita
— estimaattorin varianssi on pienempi kuin kaytettaessa riippumatomia saapumisprosesseja

politiikoilla A ja B

e [istimaattorin varianssin estimaattori on

1
~(S% + S5 — 25%5)
n
missa S'4p on otoskovarianssi
1 =n — —
Sip = > (X = Xa)(XP - Xp)
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Yhteisten satunnaislukusekvenssien kiytt6 (jatkoa)

e Triviaalissa erikoistapauksessa, jossa politiikat A ja B ovat samoja, yhteisten satunnaislukujen
kéytto johtaa erotuksen tarkkaan estimaattoriin A = 0

— eri satunnaisluvuilla estimaattori on yleensé # 0

Vertailtaessa kahden jérjestelméan suorituskykyd simuloinnit kannattaa tehd&d niin identtisissa
olosuhteissa kuin mahdollista

e Yhteisten satunnaislukujen kaytolla on pieni vaikutus simulointiohjelman toteutukseen

— esim. vertailtaessa FIFO- ja LIFO-politiikkoja, palveluaikojen arvonta on suoritettava
saapumishetkelld, kun riippumattomien simulointien tapauksessa on vapaus arpoa ajat
vasta palvelun alkamishetkell&
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Antiteettiset muuttujat

e Tehtivinid on estimoida suureen X odotusarvo p = E[X]

e Perusidea: tehdéén kaksi eri ajoa siten, etté toisen ajon “pienet” havaittavat arvot muuttuvat
“suuriksi” arvoiksi toisessa ajossa ja painvastoin; kaytetdan naiden keskiarvoa estimaattorina

e Olkoon X erddssa kokeessa havaittu tutkitun satunnaismuuttujan arvo
e Olkoon Y eréén toisen kokeen tulos, joka noudattaa samaa jakaumaa

e Tillsin Z = 3(X +Y') on satunnaismuuttuja, jolla on sama odotusarvo kuin X114

= E[Z]

e /1 varianssi on

V[Z] = i(V[X] + V[Y] + 2Cov[ X, Y])

= 2(V[X]+ Cov[X,Y])

e Jos X ja 'Y ovat negatiivisesti korreloituneita, Cov[X, Y] < 0, niin Z:n varianssi on pienempi

1

kuin X'n ja Y'm ollessa riippumattomia (5V[X])
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Antiteettiset muuttujat (jatkoa)

e Olkoon X:n jakaumafunktio F'(x) ja X:n arvot generoitu kdédnteisfunktiomentelmalla
X =F1U)

missd U ~ U(0, 1) (tasainen jakauma)

e Tilloin Y, joka generoidaan kaavalla
Y =FY1-0U)
noudattaa samaa jakaumaa kuin X
— kun U ~ U(0, 1) niin myos 1 — U ~ U(0, 1)

e On selvid, ettd X ja Y ovat negatiivisesti korreloituneita

— jos U saa pienen (=2 0) arvon, niin 1 — U saa suuren arvon (= 1)

— X ja Y saavat arvot jakauman vastakkaisista reunoista

e X ja Y muodostavat antiteettisen satunnaismuutujaparin
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Antiteettiset muuttujat (jatkoa)

Esimerkki

e Olkoon X ~ Exp(1) eli
X=—-logU Y=-log(l-0)

e Voidaan osoittaa, etti tissd tapauksessa Cov[X,Y] =1 —72/6 = —0.645

e Varianssi pienenee 64 %:lla riippumattomien muuttujien tapaukseen nihden (eikd maksa
mitaan!)

e Jos X :n odotusarvo halutaan estimoida simuloimalla

— missé el tietenkddn tdmén esimerkin tapauksessa ole jarkea

— kannattaa jokaisen arvotun satunnaisluvun U; jalkeen kéyttad toisena satunnaislukuna

arvoa 1 — Uj;
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Antiteettiset muuttujat (jatkoa)
Esimerkki (jatkoa)

Xi

Y,

© 00 =~ O Ut = W DO | .

—_
o

2.3340
0.0569
1.1121
0.1235
2.2724
2.0813
0.4510
2.2548
0.1761
0.8221

0.1019
2.8945
0.3988
2.1527
0.1088
0.1333
1.0132
0.1108
1.8231
0.5789

1.2180
1.4757
0.7554
1.1381
1.1906
1.1073
0.7321
1.1828
0.9996
0.7005

Otoskeskiarvot

X Y A
1.1684 1 0.9316 | 1.0500
Otosvarianssit

Sy | Sy | S
0.9489 | 1.0256 | 0.0634
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Antiteettiset muuttujat (jatkoa)
e Toistokokeessa voidaan generoida arvoja Xi, X, ... riippumattomilla tasajakautuneilla sa-
tunnaisluvuilla Uy, Us, . ..
— X1, Xy, ... ovat riippumattomia

e Vastaavasti generoidaan sekvenssi arvoja Y7, Ys, . . . riippumattomilla tasajakautuneilla satun-
naisluvuilla 1 — Uy, 1 — U, ...

— Y1,Y5, ... ovat riippumattomia
e Tilloin myds arvot Z; = (X; +Y;)/2, i =1,2,... ovat riippumattomia
e Kussakin parissa X; ja Y; ovat negatiivisesti korreloituneita
e /;:n varianssi pienempi kuin riippumattomilla muuttujilla X; ja Y;

e Vastaavasti estimaattorin !
n
p=—> 7

n i=1

varianssi on pienempi kuin riippumattomien muuttujien tapauksessa.
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Antiteettiset muuttujat (jatkoa)
e Systeemin simuloinnissa sekvensseja Uy, Us, ... ja 1 —U;, 1 —Us, ... on kiytettava eri ajoissa
“samaan tarkoitukseen”

— esim. palveluaikojen generointiin

— synkronointi vaatii huolellisuutta ohjelman toteutuksessa
e Varianssin reduktion suuruutta on edeltékésin vaikea arvioida
— kiytdnnossé asiaa taytyy tutkia testiajojen avulla

e Antiteettisten muuttujien tekniikan kaytosta aiheutuva laskennallinen kustannus on kuitenkin
lahes olematon, joten menetelméd kannattaa kokeilla
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Kontrollimuuttujat

e Kontrollimuutujien tekniikassa idea on tavallaan vastakkainen antiteettisiin muuttujiin nahden:
menetelméssa pyritddan hyodyntaméadn (vahvaa) positiivista korrelaatiota tutkittavan suureen
X ja jonkin apusuureen Y, ns. kontrollimuuttujan vélilla

e Olennaista on, ettd kontrollimuutujan Y tarkka odotusarvo v = E[Y] oletetaan tunnetuksi
e Tehtivini on jilleen arvioida odotusarvo p = E[X]
e Simuloinnista mitataan sekd X m ettd Y :n arvot
e Niiden avulla muodostetaan varsinainen havaittava suure
Z=X—-—(Y -v)

jonka odotusarvo on

ElZ] = EX] = (BY] —v) = u

e Havaitsemalla toistetuissa simuloinneissa Z:n arvoja saadaan néiden keskiarvona harhaton
estimaatti p:lle
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Kontrollimuuttujat (jatkoa)

e /1 varianssi on

V|Z] =V[X = Y] =V[X]+ V]Y] - 2Cov[X, Y]
e Varianssi on pienempi kuin X:114 edellyttéen, ettéd korrelaatio on kyllin vahva

Cov[X, Y] > V[Y]/2
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Kontrollimuuttujat: esimerkki

e Tarkastellaan M /M /1-jonoa, joka hetkelld ¢ = 0 on tyhja
e Olkoon X sadan ensimméisen saapuvan asiakkaan odotusaikojen keskiarvo
e Otetaan kontrollimuutujaksi Y 99 ensimméisen asiakkaan keskimédrdinen palveluaika

— 100:nnen asiakkaan palveluajalla ei ole vaikutusta X:ddn, joten se kannattaa jattaa pois

— Y odotusarvo v = E[Y] eli keskim&ériinen palveluaika on tunnettu, kun palveluaikaja-
kauma on annettu

e Jos palveluajat ovat (sattuvat olemaan) pitkid, niin myos odotusaikojen voi otaksua muodos-
tuvan pitkiksi

— voidaan siis olettaa, ettd X ja Y ovat positiivisesti korreloituneita,
e Y on otaksuttavasti hyvé kontrollimuuttuja

— toimivuutta pitdd testata kdytdnnon kokein

— voi huonossa tapauksessa johtaa jopa varianssin kasvuun
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Kontrollimuuttujat: parannettu versio

e Parempaan tulokseen padstdaan sisallyttamaélla Z:n méaaritelméan vapaa kerroin a
Z=X—-aY —v)

e Jiilleen pitee E[Z] = u
e Parametri a méaratiaan siten, ettd Z:n varianssi minimoituu

e Optimaalinen a:n arvo a* on

o Cov[X, Y]
VY]
e Minimoitu varianssi on
2
VIZ) = VIX) = SR = (- VI
e Cov[X, Y]

P VIXIVIY]) 2

on X:n ja Y:n korrelaatiokerroin
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Kontrollimuuttujat: parannettu versio
e Parannetussa versiossa havaittavan muuttujan Z varianssi on aina pienempi (tai korkeintaan
yvhtésuuri) kuin X:n varianssi
e Korrelaation el myoskédan tarvitse olla positiivinen
— negatiivisen korrelaation tapauksessa korjaustermin merkki muuttuu, ts. a < 0
e Optimaalisen a:n laskemista varten tarvitaan sekd VY] ettd Cov[X, Y]

— néiden arvoja ei yleensé tunneta edeltdkasin

— arvot on estimoitava valmistelevissa simulointikokeissa mitatun otosvarianssin ja otosko-
varianssin avulla

S (Y~ V) S (X - X)(Y; - Y)
$ = H— Siy = H—

S
Q
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Kontrollimuuttujat (esimerkin jatkoa)

SEIN

O© 00 ~J O O = W N -

—_
(-

3.84
3.18
2.26
2.76
4.33
1.35
1.82
3.01
1.68
3.60

0.92
0.95
0.88
0.89
0.93
0.81
0.84
0.92
0.85
0.88

e X = 100 ensimmaisen asiakkaan keskim. odotusaika

e Y = 99 ensimmaisen asiakkaan keskim. palveluaika
v=E[Y]=0.9

o Keskiméériinen saapumisten viliaika 1 (kuorma 0.9)

e Kymmenen toistoa: X = 3.78, Y = 0.89

e Niista lasketut otosvarianssit ja kovarianssit:

S3 =13.33
St = 0.002
S%QY = 0.07
= pxy = 0.43
= a* = 30
=7Z=X—-a"(Y —v)=4.13

e Timsi on tdsmilleen oikea arvo (kun taas X = 3.78)
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Kontrollimuuttujat (jatkoa)

e Kontrollimuuttujien kéiytto saattaa vaatia enemmén tyoté (etenkin parannetun version kéytto)
kuin edelléd késitellyt reduktiotekniikat

— menetelmé voi kuitenkin olla varsin tehokas
e Kontrollimuuttuja voidaan valita myos jostakin rinnakkaisesta systeemisté

e Tehtdavind voi esim. olla tutkia keskimédrasita viipyméaaikaa M /M /1-jonossa jonkin kehitty-
neen skedulointimenetelmén alaisuudessa
— rinnakkaiseksi jarjestelméksi voidaan ottaa tavallinen M/M/1-FIFO -jono
— kontrollimuuttujaksi otetaan viipyméaika tdmén rinnakkaisen jarjestelmén jonossa
— sen odotusarvo tunnetaan, 1/(p — A)

— tutkittavaa jarjestelmdd ja rinnakkaisjarjestelméé ajetaan samoilla syotteilld (samat saa-
pumisvirrat: saapumisvéliajat ja palveluajat)



7\

S-38.3148 Tietoverkkojen simulointi / Varianssinreduktiotekniikat 22(37)

Ehdollistaminen

e Idea: korvataan satunnaismuutuja ehdollisella odotusarvollaan

e Tuloksen kerddminen simulaatioajosta merkitsee yleensé tietyn satunnaismuuttujan X kes-
kiarvojen laskemista

— viipymaaika jonossa; aika, jonka jono on tyhja; aika, jona kaikki palvelijat ovat kiytossa

e Joissakin tapauksissa kyseisen satunnaismuuttujan ehdollinen odotusarvo (ehdollistettuna

jonkin toisen, systeemistd mitattavissa olevan muuttujan Y vallitsevaan arvoon) tunnetaan
eksaktisti

e Tilloin on edullista kerdté statistiikkaa el muuttujan X arvosta itsestddn vaan kyseisesté
ehdollisesta odotusarvosta E [ X | Y]

— havaittava muuttuja on nyt Z = E[X |Y]
— tdmaé on satunnaismuuttuja, jonka arvot vaihtelevat, kun Y vaihtelee

— kiintedlla Y:n arvolla se on tunnettu luku (oletetaan tunnetuksi)
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Ehdollistaminen (jatkoa)

e Pitee
E|Z] = E[E[X|Y]] = E[X]
e Toisaalta tunnetaan varianssin ehdollistamiskaava

VIX] = EVIX]Y]]+ VIE[X|Y]]

josta

VZ] = VIE[X|Y]] = VIX] - E[VIX|Y]]
e Varianssi pienenee

— ehdollistaminen eliminoi X :n vaihtelun kaikkien niiden tapausten joukon sisélld, joissa
ehdollistavalla muuttujalla Y on tietty kiinted arvo
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Ehdollistaminen: esimerkki 1

e [stojérjestelméadn saapuu puheluita Poissonisesti intensiteetilla, A
e Halutaan arvioida, kuinka paljon puheluita keskiméérin estyy aikayksikossa

e Suoraviivaisessa simuloinnissa seurataan jarjestelméan kehitystd ajanjakson T yli ja rekis-
teroidaan estyneiden puheluiden lukumééara L

— estimaatti kysytylle suureelle on L /T
e Koska puheluita estyy vain, kun systeemi on estotilassa, patee
L=>1L;
i
missd L; on 2:nnessé estojaksossa estyneiden puheluiden lukuméaéara

e Olkoon kyseisen estojakson kesto simuloinnissa B;

e Koska saapumiset tapahtuvat Poissonisesti, tiedetdan

E[L;| Bi] = \B;



7\

S-38.3148 Tietoverkkojen simulointi / Varianssinreduktiotekniikat 25(37)

Ehdollistaminen: esimerkki 1 jatkuu

e Sen sijaan, ettd kerdttaisiin estyneiden puheluiden lukuméardd, kannattakin kerédtéa estotilan
kokonaiskestoa Y B;
i

e Estyneiden puheluiden lukumééran ehdollinen odostusarvo on nyt
L=\YB

ja uusi estimaattori kysytylle suureelle on L /T
e Simuloinnin kulku ei muutu mitenkdan

— nyt vain rekisteroidddn L;:n asemesta suureen E[L;| B;] = AB; arvoja

— estojakson aikana saapuvien puheluiden virran arvonnasta aiheutuva varianssi eliminoituu
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Ehdollistaminen: esimerkki 2

e Tehtivind on arvioida keskiméardinen viipyméaika */M/1-FIFO -jonossa

e Suoraviivaisessa simuloinnissa seurataan jarjestelmén kehitystéd, kunnes n asiakasta on pal-
veltu
— mitataan kunkin asiakkaan viipymaaika 7;, 1 =1,2,...,n
— estimaattori on %Z T;
i
e Jos i:nnen asiakkaan saapuessa jonoon jonossa on edelld m; asiakasta, niin tdhén lukumaéaéraan
ehdollistettuna pétee
BT [mi] = (mi+1)/p

missd 1/p on yhden asiakkaan keskimédriinen palveluaika jonossa (huom! muistittomuus)
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Ehdollistaminen: esimerkki 2 jatkuu

e 7;:n asemesta on edullista ottaa havaittavaksi suureeksi E [T} | m;] eli olennaisesti m;

e Fstimaattoriksi saadaan !
—>(m;+1)/p
n i=1

e Taaskaan simuloinnin kulku el muutu

— jonoon saapuva asiakas nidkee saman jononpituuden kuin ennenkin

— nyt vain viipyméajan rekisterdinnisté jaa pois se vaihtelu minké jonossa olevien asiakkai-
den palveluaikojen arpominen aiheuttaa

— kaikki palveluajat on korvattu odotusarvollaan 1/
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Ehdollistaminen (jatkuu)

Statistiikan keruussa on aina kun vain mahdollista edullista korvata satunnaismuuttuja (kulloi-
senkiin dynaamiseen tilanteeseen ehdollistetulla) odotusarvollaan

e Pieni varaus edelliseen: varianssin reduktio ei ole aina taattu

— simuloinnin aikana saatavat naytteet satunnaismuuttujasta eivat ole riippumattomia vaan
yleensd positiivisesti korreloituneita, miké kasvattaa keskiarvon varianssia riippumatto-
miin naytteisiin verrattuna

— ehdollistaminen voi tehdéa korrelaatiot viela voimakkaammalksi

— periaatteessa on mahdollista, ettd tdméa kumoaa yksittédisen pisteen varianssin reduktion
(kdiytdannossé lienee harvinaista)
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RESTART (Repetitive Simulation Trials After Reaching Thresholds)

e RESTART on harvinaisten tapausten simulointiin tarkoitettu kiithdytysmenetelmé

e Menetelmé on perusidealtaan yksinkertainen ja helppo soveltaa mihin tahansa tapaukseen (ei
vaadi monimutkaista analyysia)

e Tassdkin on kysymyksessa erddnlainen ehdollistamismenetelma
— mutta nyt ehdollinenkin odotusarvo estimoidaan simuloimalla
e Oletetaan, ettd ollaan kiinnostuneita harvinaisesta tapahtumasta A
— esim. A voi tarkoittaa, ettd muuttuja X; ylittda jonkin (korkean) tason L
A={X;> L}
e Olkoon C' D A toinen, vihemmén harvinainen tapahtuma, jolle pétee
1> P{C} > P{A}
— esim. C voi tarkoittaa, ettd muuttuja X; ylittda jonkin alemman kynnystason 1°

C={X;>T}
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RESTART (jatkuu)

e Ehdollisen todennékoisyyden méaéritelman mukaan pétee
P{A} = P{C}P{A|C}

e Tavallisella simuloinnilla on helppo saada tarkka estimaatti todennékoisyydelle P{C'}
e Sen sijaan ehdollista todennakoisyytta P{A|C} on vaikea estimoida, koska C' esiintyy harvoin

e RESTARTI ssa P{A|C}:n estimaattia tarkennetaan tekemélld useita toistoja niistd simuloin-
tiajon (prosessin X;) osista, joissa C' esiintyy

— koska (' itsessdén on oletettu suhteellisen harvinaiseksi C-tapahtuman toistot eivat simu-
lointiajan kannalta ole kovin raskaita
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RESTART (jatkuu)

N — tapahtuman B sattuessa systeemin tila talletetaan

— kun on péésty pisteeseen D eli tapahtuma C' loppuu, edel-
D /B D lisen tapahtuman B tila palautetaan ja jakso B—D simu-
loidaan uudelleen

— tamaé proseduuri toistetaan n kertaa

\4

— n:nnelld kerralla simulointia jatketaan tavalliseen tapaan
pisteestd. D eteenpéin, kunnes tullaan uuteen pisteeseen
B, josta eteenpéin tehdain jélleen n toistoa seuraavaan
pisteeseen D asti

| /)
: — harvinaisen tapahtuman A esiinsaamiseksi ne jaksot, joissa
. ; S se voi ylipddtaan esiintyé (jakso C), toistetaan n kertaa
D/ C

»
1

Tavallinen simulointi (ylempi
kuva) ja RESTART-menetelmé

(alempi kuva)
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RESTART (jatkuu)

e RESTART-menetelmélla voidaan saavuttaa varsin dramaattisia sdéstoja simulointiajassa

e Jos jérjestelmé on mutkikas, niin merkittava kustannus laskennassa muodostuu tilan B ta-
lettamisesta ja palauttamisesta

— jarjestelmén koko tila (kaikkien muuttujien arvot) on talletettava

e Menetelmén tehostamiseksi siitd on kehitetty variantteja, joissa kidytetdan useampia kynnys-
tasoja ja/tai hystereesii
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Tarkeysotanta (importance sampling, IS) (1)

e Tiérkeysotanta on yksi tehokkaimmista keinoista nédytteiden varianssin pienentédmiseksi
— se vaatii my06s huolellisimman analyysin systeemin ominaisuuksista

e Tarkastellaan diskreettid sm:aa X, jolla on tila-avaruus S, ja olkoon X € § ~ p(x)

e Tarkastellaan odotusarvoa

a=E1(XeA]=P{X e A}

e Fstimaattori a:n arvioimiseksi on talloin

A

o =

LS X, e A
N XA

jossa X,, ovat 1.i.d.
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Tarkeysotanta (2)

e Olkoon X™* ~ p*(x) toinen sm siten ettd p*(x) > 0,Vx € A
e Télloin

a = E[I(X € A

= X p(x)1l(z € A)

€S

B e P&
B xze:sp( )p*(x>1( €A

= B [w(X")1(X" e A],
missd w(z) = p(x)/p*(x) on ns. uskottavuusmééra (engl. likelihood ratio).

e T4std saadaan uusi estimaattori

b= 3 wXI1UX € A)

n=1

e IS mahdollistaa siis naytteiden generoimisen jakaumasta p*(x), ja sen aiheuttama harha kor-
jataan painottamalla niytteet sopivasti.
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Optimaalinen IS (1)

e Oletetaan etta

pre) =P{X =z|X € A} = P{ﬁ(?/l}
o Tilloin w(x) = p(z)/p"(x) = P{X € A} ja
& = % T wXX; € A
= CIN-P{XeA)=P{X €A} (tarkastil

e Ongelma: w(x):n laskemiseksi taytyy tuntea P{X € A}, joka on juuri se suure, jota pyritdéin
estimoimaan.

e Idea: hyvi IS jakauma p*(z) pyrkii aproksimoimaan optimaalista jakaumaa mahdollisimman
paljon, mutta uskottavuusméadra w(x) on silti laskettavissa helposti.
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Optimaalinen IS (2)

e Tarkastellaan muuttujaa V{w(X*) 1(X* € A)]. Sille voidaan johtaa

042

Viw(X)1(X* € A)] = — —a*+a*(c")?, missi

a*

a = E[1(X € A)],
0t = By (X € )]
(07) = Vp [w(X) | X" € A

e Havaintoja
- @) = pla) = VI = a e
— Kasvattamalla a* = o?/a* pienence
— Ideaalisesti, jos a* = 1jaoc* =0= V[ =0

— Kéytannossa pyritddn kasvattamaan a™:n arvoa ja pitdméan huoli, ettd o ei kasva liian
suureksi.
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IS:n sovelluksia

e Staattinen simulointi
— Edella tarkasteltiin tilannetta, jossa naytteet olivat i.i.d. Simuloinnissa tdmé vastaa staat-
tista Monte Carlo simulointia.
— Sovelluksia: monidimensioisten integraalien (summien) arviointi, esimerkiksi estotodenné-
koisyydet héviomalleissa

e Dynaaminen simulointi

— Joillekin yksinkertaisille systeemeille on mahdollista johtaa ns. asymptoottisesti optimaa-
lisia IS jakaumia (esim. M/M/1 jono)
— Tyypillisesti tarkasteltavat systeemit ovat niin monimutkaisia, ettd asymptoottisesti opti-

maalisia IS jakaumia ei voida johtaa. Téalloin on mahdollista kehittda adaptiivisia mene-
telmié, jotka iteratiivisesti pyrkivéit etsimédn parhaan ratkaisun.



