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Generointi yksinkertaisista diskreeteisti jakaumista

e Seuraavassa U, Uy, ..., U, tarkoittavat riippumattomia U(0,1)-jakautuneita sm:jia

e int(X) = | X| = X:n kokonaisosa

Jakauma Generointikaava

Symm. kaksiarvoinen {0,1} jakauma

P{X=0}=P{X =1} =05 int(2U) tai int(U + 0.5)

Kaksiarvoinen {0,1} jakauma

P{X=0}=1—p, P{X =1 =0p int(U + p)

Kaksiarvoinen {-1,1} jakauma

P{X =0} =1—p P{X=1}—p 2int(U +p) — 1

Kolmiarvoinen {0,1,2} jakauma

int (U + po) + int(U + py +
tn:t = {1 —p1 — ps, p1, po} (U4 pa) +t{U + 1+ p2)

Tasainen diskreetti jakauma

int
{0,1,2,....,n—1} int(n U)
Tasainen diskreetti jakauma .
t 1
(1,2, 3,....n} int(n U) +
Binomijakauma

Bin(n, p) Py int(U; + p)
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Generointi geometrisesta jakaumasta

e Geometrista jakaumaa Geom(p) noudattavan diskreetin satunnaismuuttujan X pistetoden-
nakoisyydet ovat
P{X =i} =p;,=p(l—p) i=0,1,2,...

e Satunnaismuuttujan X arvojen generointiin on kiytettdvissd seuraava yksinkertainen mene-
telma

e Algoritmi
X =

log U ‘
log(1 —p)
missd U ~ U(0, 1)

e Kyseessd on itse asiassa Exp(— log(1 — p))-jakaumaa noudattavan jatkuvan satunnaismuut-
tujan arvojen diskretointi lahinné alempiin kokonaislukuarvoihin
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Hylkdysmenetelméa

e Tehtdvini on generoida sm:n X arvoja jakaumasta, jolla on tiheysfunktio f(x)
e Olkoon g(x) toinen tiheysfunktio ja ¢ jokin vakio siten, etta

— cg(x) antaa ylarajan f(x):lle, ts. cg(z) > f(x) X:n koko arvoalueella

— tiheysfunktiota g(x) noudattavan satunnaismuuttujan arvoja osataan generoida (helposti)
e T4dlloin X :n generointi voidaan suorittaa seuraavasti
e Algoritmi

— Generoi X tiheysfunktiolla g(x)

— Generoi Y tasaisesta jakaumasta U(0, ¢ g(X))

— Jos Y < f(X), niin hyviksy X

x muutoin generoi edelldolevan mukaisesti uusia arvoja X ja Y, kunnes loytyy pari, joka
tayttad hyviaksymisehdon; tulosta X

o Todistus: P{X € (z,x+dx)jaY < f(X)} =g(x)dr - f(x)/cg(z) = f(x)dx/c

PY < f(X)} = [ fla)dr/e = 1/c
PUX € (z,2+d0)|Y < f(X)} = (f(a)da/c)/(1]¢) = fla)da
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Hylkiysmenetelmi (esimerkki)

e Arvoalueen ollessa ddrellinen véli (a, b) tiheysfunktioksi g(x) voidaan valita kyseisella valilla
tasanjakauteneen sm:n tiheysfunktio: g(x) = 1/(b — a), kun x € (a, b)

: e Oletetaan, ettd X € (0,1) noudattaa betajakaumaa (3(2,4) eli

2.5
2

tiheysfunktio on

T e NO fl@)=200(1-2),  0<z<l
0.5
0 e Funktio on rajoitettu suorakulmiossa, jonka korkeus on 2.11
0.2 0.4 0.6 0.8 1
. — valitaan ¢ = 2.11jag(x) =1, kuan 0 <z < 1

e Algoritmi toimii nyt seuraavasti

— Generoi X tasaisesta jakaumasta U(0, 1)

— Generoi Y tasaisesta jakaumasta U(0,2.11)

—Jos Y < 20X(1 — X)?, hyviiksy X ja lopeta, muutoin jatka alusta, kunnes loytyy
hyviksyttava pari

e Tissd tapauksessa generoitavat (X, Y) arvot edustavat tasanjakatunutta pistettd suorakul-
miossa

— on selvad, ettd hyvéksyttyjen arvojen X = x osuus on verrannollinen f(x):44n

— hyvéksyttyjen X-arvojen tiheysfunktio on silloin f(x)
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Yhdistelmimenetelmi (composition method)

e Oletetaan, ettéd sen jakauman tiheysfunktio f(x), josta sm X pitdéd arpoa, voidaan kirjoittaa
(hajoittaa) muotoon

ﬂ@=émﬂ@
missa

— p;:t muodostavat diskreetin todennéakoéisyysjakauman, > p; = 1
i

— fi(z):t ovat tiheysfunktioita, / filr)dzr =1
e Tillaista jakaumaa kutsutaan sekoitusjakaumaksi (yhdistelméjakauma, komposiittijakauma)
e Niytteenotto voidaan suorittaa seuraavasti

— arvotaan ensin indeksi I jakaumasta {py, pa, ..., pr}

— arvotaan tdmén jdlkeen X kéyttéden tiheysfunktiota f7(x)
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Yhdistelmimenetelmi (jatkoa)

e Esimerkiksi menetelméd voidaan kiyttad jakamalla X :n vaihtelualue (a, b) erillisiin interval-

leihin (aq,b1), (asz,b2),..., (a,,b,)
— p; on talloin todennékoisyys, ettd X osuu intervalliin ¢
pi= [ f(z)da
— fi(z) on ehdollinen tiheysjakauma intervallissa i

f(x)/pi r € (a;, bi)

0 muulloin

filz) =
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Yhdistelmimenetelmi (esimerkki 1)

e Tehtivini on generoida pisteitd X Exp(1)-jakaumasta
e Jaetaan vili (0, c0) intervalleihin (¢, 4+ 1),7=10,1,2,...
e Vilien todennékoisyydet
pi=P{i<X<it+l}=el—e ) =i ¢

muodostavat geometrisen jakauman (alkaa 0:sta)

e Ehdolliset tiheysfunktiot ovat
filx)=e /1 —et)  i<z<i+l

eli intervallissa ¢ (X — 4):114 on tiheysfunktio e /(1 —e™!), 0 <z < 1

e Algoritmi

— arvotaan I geometrisesta jakaumasta p; = e (1 —e 1), 1 =0,1,2,...
— arvotaan Y tiheysfunktiolla e=*/(1 —e™1), 0 <z < 1 (esim. hylkiysmenetelmilli)
- X=I4+Y

e Etu: el tarvita logaritmifunktiota niin kuin kertyméfunktion kdinnosmenetelméssa
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Yhdistelmimenetelmi (esimerkki 2)

e Tiheysfunktioiden asemesta yhdistelmémenetelméssi voidaan yhtd hyvin toimia kertyméafunktioiden
avulla

e Olkoon X:n kertyméafunktio
Flz) = 1—ae™™® — (1 —a)e P
= a(l —e ) 4+ (1 — a)(1 — e 22)
e Algoritmi
— valitse kiytettava jakauma I: P{I =1} = a, P{I =2} =1 — «
— arvo X asianomaisesta jakaumasta Fy(x)
Fizx)=1—e"  Fylz)=1—e "
—elijos I =1niin X = —5-logU ; jos [ =2 niin X = —z logU
e Kertyméafunktion kddnnosmenetelman kaytto olisi téssa tapauksessa hankalaa

— kddnteisfunktiota ei voi kirjoittaa analyyttisesti
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Jakauman karakterisointiin perustuva menetelmé

e Monet jakaumat on méaaritelty muodossa X on jakautunut kuten n:n riippumattoman sm:n
summa, joista kukin noudattaa annettua jakaumaa “Dist”

e Tilloin X voidaan generoida kirjaimellisesti arpomalla riippumattomasti arvot n:lle muuttu-
jalle Z; jakaumasta “Dist”, jolloin X = Z; + Z5 + - - - + Z,, noudattaa haluttua jakaumaa

e Esimerkkejé téllaisista jakaumista ovat binomijakauma, gammajakauma (Erlangin jakauma)
sekd y2-jakauma
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Jakauman karakterisointi (esim. binomijakauma)

e Binomijakauma Bin(n, p) on n:n riippumattoman Bernoulli(p)-jakautuneen muuttujan sum-
man jakauma

X = g: B;, B;~ Bernoulli(p) = X ~ Bin(n,p)
i=1
— Bernoulli(p)-jakautunut muuttuja saa arvon 1 tn:lld p ja arvon 0 tn:lla 1 — p
- B, =int(p+U;) = |p+ U], U ~UQ,1) (kokonaisosa)

e Algoritmi
i=1



7\

S-38.3148 Tietoverkkojen simulointi / Satunnaismuuttujien generointi 11(18)

Jakauman karakterisointi (esim. gammajakauma)

e Kokonaislukuarvoilla n saadaan I'(n, \)-jakauma n:m riippumattoman Exp(\)-jakautuneen
muuttujan summan jakaumana

X=YY, Yi~EpQ) = X~Tn\
1=1

e Ottamalla huomioon, miten eksponenttijakautunut sm voidaan generoida tasanjakautuneen
muuttujan U avulla, saadaan

e Algoritmi
1
A

e Logaritmien summa kirjoitettu logaritmina tulosta

X = ——log ﬁ Ui, Ui ~ U(0,1)
i=1

— tdmaé on edullista, koska logaritmifunktio joudutaan laskemaan vain kerran
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Jakauman karakterisointi (esim. y’-jakauma)

¢ *(v)-jakauma v:lli vapausasteella (kokonaisluku) on v N(0, 1)-jakautuneen muuttujan
summa

X=YY, Yi~N01) = X~
1=1
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Jakauman karakterisointi (esim. Poisson-jakauma)

e Toisen tyyppisen esimerkin karakterisoinnista tarjoaa Poisson-jakauma

e Poisson-prosessista (intensiteetti a) vélille (0, 1) tulevien saapumisten lukuméérda N on Poisson-
jakautunut parametrilla a, N ~ Poisson(a)

e Arvotaan viliaikoja T;, ¢ =0, 1,2, ... Exp(a)-jakaumasta, T; = —(1/a) log U,

e N on viilille (0,1) “mahtuvien” véliaikojen lukumééra eli N = min {n ; f: T > 1}
i=0

e Algoritmi

N = min{n: ﬁ U; < 6_“}
i=0
— kerrotaan lukuja U; ~ U(0,1), ¢ =0,1,2, ... keskendén

— N on ensimmaéinen 2:n arvo, jolla tulo on pienempi kuin e™
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Poisson-jakauma: numeerinen esimerkki

e Olkoon keskiarvoparametri a = 0.2

e Vertailuarvo u = e %2 = (.8187

Ui | Uy---U; | accept/continue | Tulos
0.4357 | 0.4357 | < u, accept N =
0.4146 | 0.4146 | < u, accept N =
0.8353 | 0.8353 | > w, continue
0.9952 | 0.8313 | > wu, continue
0.8004 | 0.6654 | < u, accept N =2

O —m O O O .

e Suurilla a:n arvoilla menetelmésta tulee hidas; N:n arvot ovat talloin tyypillisesti suuria, ja
joudutaan generoimaan monta lukua Uj;

e TAlloin on parempi kiyttdd diskretointimenetelméd (diskreetin kf:in kddnnos)

e Hyvin suurilla a:n arvoilla voidaan myos kédyttdda normaaliapproksimaatiota (merk. Z ~
N(0,1))
Poisson(a) ~ N(a,a) = N ~ [a ++/aZ — 0.5]
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Jakauman karakterisointi (muita esimerkkeji)

e a:nneksi pienin luvuista Uy, Us, . . ., U,py1, misséd U;:t ovat riippumattomia tasanjakautuneita
sm:ia, U; ~ U(0, 1), noudattaa ((a, b)-jakaumaa

e Kahden N (0, 1)-jakautuneen muuttujan suhde noudattaa Cauchy(0, 1)-jakaumaa
e *(v)-jakauma parillisilla vapausasteilla v on sama kuin I'(v/2,1/2)-jakauma

e Kahden riippumattoman gamma-jakautuneen muuttujan avulla voidaan konstruoida beta-
jakautunut muuttuja

X
X1 ~T'(D Xo ~ T — =~ B(b

e,u+0X

e Jos X ~ N(0,1) on normaalijakautunut sm, niin on lognormaalinen(y, o) sm
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Generointi monidimensioisesta jakaumasta

e Tehtdvi: generoi arvoja muuttujille X, ..., X, joilla on yhteistiheysfunktio f(xy, ..., x,)
e Kirjoitetaan tdméa tf muotoon f(xq,...,x,) = fi(x1)fo(ze | 1) ... fulz, | 21, ., 20 1)
missd fi(x1) on Xin reunajakauma ja fip(xgp | x1,...25_1) on Xpmn ehdollinen jakauma

ehdolla X1 =x1,..., X1 =211

e [deana on generoida muuttujat yksi kerrallaan: ensin generoidaan X; oman reunajakaumansa
mukaisesti, sitten generoidaan X ehdollisesta jakaumasta kayttden ehtona jo arvottua Xi:n
arvoa jne

e Merkitddn Fj:lla ehdollista tf:ta f;. vastaavaa ehdollista kertyméfunktiota ja kiytetddn ker-
tymafunktion kddnnosmenetelméaa

e Algoritmi
— generoi sm:t Uy, .. ., U, tasaisesta jakaumasta U(0, 1)

— ratkaise yhtélot (kddnnéd kertyméfunktiot)

Fi(Xy) = Uy
Fr(Xo | Xh) = Uy

Fn(Xn ‘ Xla' . 7Xn—1) — Un
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Monidimensioinen jakauma: esimerkki

e Tehtdvinid on generoida pisteitd (X, Y') yksikkoneliossd, jonka vasen alakulma on origossa,
kayttaen diagonaalin suunnassa kasvavaa tiheysfunktiota (integraali nelion yli on ykkonen)

flx,y) =z +y

e X :n reunajakauman tiheys ja kertyméafunktiot ovat

T

/0 :1:ydy—x+1 F(x)= f(a:’)dx’:%(az‘z%—az)

9’ 0
e Y :n ehdolliset tiheys- ja kertyméfunktiot ovat
Tr+vy , XY+ 2y2
= x x)d ==
T+35 Fly|z) /0 - +!

e Kertyméafunktioiden kddnnokset antavat laskentakaavat

X = Y\RU +1-1)
Y = X2+ Uh(1+2X) - X
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Generointi monidimensioisesta normaalijakaumasta
e Satunnaisvektorilla X = (Xi,..., X},), joka noudattaa monidimensioista normaalijakaumaa
(multinormaalijakauma) on tiheysfunktio

1 o3 (x—m)" =7 (x—m)

I = s

missd m on keskiarvovektori ja 3 on kovarianssimatriisi

e Koska X on positiividefiniitti ja symmetrinen matriisi, voidaan aina loytaa yksikésitteinen
alakolmiomatriisi (vaihtoehtoisesti symmetrinen matriisi) C siten, etti 3 = CC?

e Arvoja X:lle voidaan nyt generoida seuraavasti

e Algoritmi
X=CZ+m

missd vektorin Z = (Z1,...,Z,) komponentit ovat riippumattomia normaalijakautuneita
satunnaismuuttujia, Z; ~ N(0, 1)

— kaavan oikeellisuus todetaan suorittamalla muuttujien vaihto tiheysfunktiossa, jolloin Zi:n

tiheysfunktioksi saadaan (2%)_"/ 20=32"Z



