S-38.3148 Tietoverkkojen simulointi / Satunnaismuuttujien generointi

Teoria

« Johdanto simulointiin

e Simuloinnin kulku -- prosessin realisaatioiden tuottaminen

» Satunnaismuuttujan arvonta annetusta jakaumasta

— Johdanto ja pseudosatunnaislukujen generointi

— Eri menetelmi& satunnaismuuttujien generointiin annetusta jakaumasta

* Tulosten keruu ja analyysi

* Varianssinreduktiotekniikoista
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Satunnaismuuttujan arvonta annetusta jakaumasta

Satunnaismuuttujien generointi on liian tdrked asia
Jjatettdvéksi sattuman varaan !

»  Hyvd statistiikka (noudattaa jakaumaa) ja riippumattomuus
— sulkee pois “hatusta vetadmisen”

» Toistettava sekvenssi
— sulkee pois todellisen arvonnan tai fysikaalisten prosessien (radioaktiivisuus) kayton

* Pitkd sarja eri lukuja
— sulkee pois ennalta tehtyjen taulukoiden kayton

»  Nopea generointi
— sulkee pois Ttn tai e:n tai vastaavan desimaalien kayton
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Satunnaismuuttujan arvonta annetusta jakaumasta

Pohjana ns. (pseudo)satunnaislukujen generointi
— tavoitteena on tuottaa riippumattomia U(0,1)-jakautuneita (tasanjak) satunnaismuuttujia

Haluttuun jakaumaan paastaan U(0,1)-jakaumasta esimerkiksi jollakin
seuraavista menetelmistéa:

— diskretointi (=> Bernoulli(p), Bin(n,p), Poisson(a), Geom(p))

— uudelleen skaalaamalla (=> U(a,b))

— kertymafunktion kaannds  (=> Exp(A))

— muut muunnokset  (=> N(0,1) => N(l4,02))

— hylkdysmenetelmalla (mik& tahansa jakauma)

— jakauman karakterisoinnilla  (palautus muihin jakaumiin) (=> Erlang(n,A), Bin(n,p))

— yhdistelmdmenetelmalla

Simulointia tukevista kielista, kirjastoista ja tyokaluista 16ytyy yleensa valmiit
rutiinit kaikkia tavallisimpia jakaumia noudattavien satunnaislukujen generointiin
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Satunnaislukujen generointi

Satunnaislukugeneraattorilla tarkoitetaan algoritmia, joka tuottaa sarjan
(néennaisesti) satunnaisia kokonaislukuja Z; jollakin valilla 0,1,...,m-1
— tuotettu sarja on aina jaksollinen (tavoitteena mahdollisimman pitk& jakso)

— generoidut luvut eivat “tiukasti ottaen” ole ollenkaan satunnaisia vaan deterministisia
(siis pseudosatunnaisia)

— kaytannoéssa homma kuitenkin toimii, kunhan luvut generoidaan “huolella”
Satunnaislukugeneraattorin generoimien satunnaislukujen “satunnaisuus” on
testattava tilastollisin testein

— saadun empiirisen jakauman tasaisuus joukossa {0,1,...,m-1}

— generoitujen satunnaislukujen vélinen riippumattomuus (kéytdnndssa

korreloimattomuus)
Yksinkertaisimpia ovat ns. lineaariset kongruentiaaliset generaattorit (linear
congruential generator). Naista erikoistapauksena saadaan ns. multiplikatiiviset
kongruentiaaliset generaattorit (multiplicative congruential generator).
Kummassakin tapauksessa uusi satunnaisluku maaraytyy algoritmisesti
valittomasti edellisesta, ts. Z;,, = f(Z).
Muita menetelmia: additive congruential generators, shuffling
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Linear congruential generator (LCG)

» Lineaarinen kongruentiaalinen satunnaislukugeneraattori tuottaa satunnaisia
kokonaislukuja Z, joukosta {0,1,...,m-1} seuraavalla kaavalla (jakso korkeintaan
m):

Ziy1 =(aZ +omodm

» Tallainen generaattori siis maaritelladn antamalla parametrit a, c jam
» Lisaksi tarvitaan ns. siemenluku Z,

« Parametrit on valittava huolella; muutoin tuloksena kaikkea muuta kuin
satunnaisia lukuja

» Tietyin edellytyksin jaksoksi saadaan maksimiarvo m
— esim. m muotoa 2"b, ¢ pariton, a muotoa 4*k +1
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Multiplicative congruential generator (MCG)

» Multiplikatiivinen kongruentiaalinen satunnaislukugeneraattori tuottaa
satunnaisia kokonaislukuja Z; joukosta {0,1,...,m-1} seuraavalla kaavalla:

Zis1 = (aZ)modm

» Kyseessa on siis LCG:n erikoistapaus valinnallac =0
e Téllainen generaattori madritellaan antamalla parametrit a ja m
» Lisaksi tarvitaan siemenluku Z,

» Parametrit on téassékin tapauksessa valittava huolella; muutoin tuloksena
kaikkea muuta kuin satunnaisia lukuja

* Valinnalla m = 2"b (milla tahansa b) jaksoksi saadaan korkeintaan 2*(b-2)

» Parhaimmillaan jaksoksi saadaan kuitenkin m - 1
— esim. m alkuluku (prime) ja a valitaan sopivasti
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U(0,1)-jakautuneen sm:n generointi

(tasainen jakauma valilla (0,1))

» Jos (pseudo)satunnaislukugeneraattori tuottaa (pseudo)satunnaisen
kokonaisluvun | joukosta {0,1,...,M-1}, niin normeerattu muuttuja U = I/M
noudattaa likimain U(0,1)-jakaumaa (tasainen jakauma valilla (0,1))
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Siemenlukujen kaytto
(riippuen rand-algoritmista jotkin ohjeista ovat relevantteja / irrelevantteja)

+ Ala kayta arvoa 0
e Valta parillisia arvoja
« Ala kayta yhta satunnaislukusekvenssia useaan tarkoitukseen
— jos lukuja (uy, u,, U, ...) on kaytetty saapumisvéliaikojen generointiin, samaa sekvenssia
ei pida kayttaa palveluaikojen generointiin
» Eri sekvensseja kaytettaessa varmistu, etta ne eivét ole miltadan osin paallekkaisia

— jos jonkin sekvenssin siemenluku siséltyy toiseen sekvenssiin, niin siitd eteenpain
sekvenssit ovat identtisia

— jos pitaé generoida 10000 véliaikaa ja 10000 palveluaikaa, voidaan valiaikojen
generointiin kaytettavat satunnaisluvut laskea siemenluvusta u, alkaen (u,, U,,...,U;500)

— palveluaikojen generointiin voidaan kéyttaa lukuja (U;og0;,- - Usgog) €li siemenluku on uy gy,

— jos satunnaislukusekvensseja ei talleteta, vaan lukuja generoidaan tarpeen mukaan, on
toisen sekvenssin siemenluku u,,,,, Selvitettavéa etukateen laskemalla kaikki luvut (u,,
U,,...,U 0000 )s N@M& lasketaan sitten uudelleen simuloinnin aikana ensimmaistéa
sekvenssia tuotettaessa
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Teoria

« Johdanto simulointiin

e Simuloinnin kulku -- prosessin realisaatioiden tuottaminen

* Satunnaismuuttujan arvonta annetusta jakaumasta
— Johdanto ja pseudosatunnaislukujen generointi

— Eri menetelmia satunnaismuuttujien generointiin annetusta jakaumasta

* Tulosten keruu ja analyysi

* Varianssinreduktiotekniikoista
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Diskreetin sm:n generointi

e Olk.U~U(0,1)

* Olk. X diskreetti sm arvojoukolla S ={0,1,2,...,n} tai S ={0,1,2,...}
Merk. F(i) = P{X<i}

e Talldin sm Y, missa

Y=min{iOg F() = U}

noudattaa samaa jakaumaa kuin X (Y ~ X).

e Tata kutsutaan diskretointimenetelméaksi. Itse asiassa kyseessé on diskreetin
jakauman kertymafunktion kdannds

Esim. Bernoulli(p)-jakauma:

_ 10, U<l-p
V=l =1y U>1-p
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Diskreetin sm:n generointi (jatkoa)

* Edelld kuvattu menetelmd, jossa satunnaisluvun U ~ U(0,1) arvoa verrataan
perakkain kertymafunktion arvoihin on taysin yleinen

* Monen vertailun tekeminen on kuitenkin laskennallisesti hidasta (sm:ien
generointi on simulaattorin ydinsiimukassa ja pitaéa tapahtua hyvin nopeasti)

» Joissakin yksinkertaisissa tapauksissa vertailuihin perustuva generointi voidaan
korvata menetelmdlld, jossa suoraan satunnaisluvusta U l&htien halutun
diskreetin sm:n arvo voidaan laskea yksinkertaisella kaavalla

» Eraita esimerkkeja on seuraavassa taulukossa
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Generointi yvksinkertaisista diskreeteisti jakaumists
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Diskreetin sm:n generointi (jatkoa ...)

* Usein tilanne on kuitenkin, etta diskreetin sm:n generointi suoraan annetusta
muuttujasta U~U(0,1) ei ole mahdollista
» Talloin X:n diskreetti kertyméafunktio F(x) taytyy laskea ja tallettaa johonkin
tietorakenteeseen
* Yksinkertaiset haut:
— talletetaan F(x):n arvot vektoriin ja haetaan alkaen alusta (lineaarinen haku)
— parannettu haku: mika tahansa tehokkaampi haku, esim. bindarihaku

— parannettu bindarihaku: otetaan talteen se indeksin arvo, jossa F(x) on likipitden 0.5,
jolloin saadaan yhdella vertailulla selville "lkummalla puolella” haun tulos on, ja
kaytetaan sitten bindarihakua (tai lineaarista hakua)

* Optimaalinen haku (pienin ma&ara vertailuja):
— esitetddn F(x) Huffmanin puun muodossa
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Huffmanin puun kayttd diskreetin sm:n generointiin

» Talletetaan jakauma Huffmanin puu tietorakenteeseen, jolloin todenndkoisimpiin
vaihtoehtoihin on lyhin reitti

» Huffmanin puu luodaan seuraavasti

— Luo solmujen joukko, joissa on tieto jakauman arvoista ja kunkin arvon
todennékoisyydesta. Jarjesta solmut todennakoisyyksien mukaan.

— Ota listan kaksi ensimmaista solmua (kaksi pieninta todennakdoisyyttd) ja luo niille
isantasolmu siten ettéd pienempi jalkelaisista on vasemmalla puolella. Uuden solmun
todennékoisyys on nyt kahden jalkelaisen todennakoisyyksien summa. Uusi solmu
laitetaan listaan vastaavaan paikkaan.

— Toista edellisté kunnes listassa on vain yksi elementti, joka on puun juuri.
» Algoritmi naytteiden generointiin
— Arvo sm U ~ U(0,1) ja vertaa sitd vasemmalla olevan jalkeldisen todennékoisyyteen

— Jos arvo on pienempi, siirry vasempaan haaraan. Jos arvo on suurempi, vahenna
vasemman jalkeldisen todennékdisyys sm U:sta ja siirry oikeaan haaraan. Vertaa
todennéakoisyytta seuraavaan vasemmanpuoleiseen jalkelaiseen.

— Toista edellistd kunnes on saavuttu lehtisolmuun.
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Iteration 1

Esimerkki Huffmanin puusta

List: (0.1, 1), (0.15, 4), (0.20, 3), (0.25, &), (0.30, 2) value £(x) F(x)
Tree 1 0.10 0.10
0.26:% 2 0.30 0.40
/ \ 3 0.20 0.60
0.10:1 0.15:4 4 0.15 0. 75
) 5 0.25 1.00
Iteration 2
List: (0.20, 3), (0.25,%), (0.25, 5}, (0.30, 2)
Tree:
0.45:%
/
0.20:3 0.25:% Iteration 4
/ N T
0.10:1 0.15:4 List: (0.45,%), (0.55,%)
Tree:
Iteration 3 1.0 ______
——————————— / Y
List: (0.25, 5), (0.30, 2), (0.45,%) 0.45:* 0.5
Tree: / \ /
0.56:* 0.20:3 0.25:% 0.25:5
/ \ / N
0.26:5 0.30:2 0.10:1 0.15:4
12/09/2006
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.« Olk. U~U(@0,1)

Tasajakautuneen sm:n generointi

e Talldin X=a+ (b-a)u ~U(a,b)
* Mielivaltaiseen tasajakaumaan paastaan siis skaalauksella

12/09/2006
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Kertymafunktion kaannos -menetelma

e Olk.U~U(0,2)
» Olk. X jatkuva sm arvojoukolla S = [0,)

* Oletetaan, ettd X:n kf F(x) = P{X < x} on aidosti kasvava, jolloin sill& on
kaanteisfunktio F1(y)

e Talldin sm Y, missa

Y = FH(U)

noudattaa samaa jakaumaa kuin X (Y ~ X).
« Tata kutsutaan kertymafunktion kddnnos -menetelmaksi (inverse transformation)

* Todistus: Koska P{U < z} = z kaikilla z valilla [0,1], niin patee

PiYs 3 =R Ft U sx=1{ Us(Fk =(P x

Nain ollen Y ~ X.
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Eksponentiaalisen sm:n generointi

* Olkoon U ~U(0,1)

« Olkoon X ~ Exp(A)

«  X:nkfF(x) = P{X £ x} =1 - exp(-Ax) on aidosti kasvava, joten silla on
kaanteisfunktio F-1(y) = -(1/A\) In(1 - y)

+ Koska U ~U(0,1), myoés 1-U ~U(0,1)

e Nain ollen (kertymafunktion kd&nnds -menetelman mukaan) saadaan

» Algoritmi

X =F*@1-U)=-(/A)logu
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Weibullin jakaumaa noudattavan sm:n generointi

Weibullin jakauma W(A,3) on yleistys eksponenttijakaumasta
Ssm:n X ~ W(A,B) kf on F(x) = P{X < x} = 1 - exp(-(Ax)P)
Taman kaanteisfunktio on F1(y) = (1/A)[-In(1 - y)] VP
Algoritmi

X =F(1-U) =1/ A)(-logu)"”
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Poisson-prosessin mukaisten saapumisten generointi

Tarkein tietoliikennejarjestelmien analyysissa kaytetty saapumisprosessin malli
on Poisson-prosessi

Poisson-prosessia, jonka saapumisintensiteetti on A, voidaan tunnetusti
karakterisoida prosessina, jossa saapumisvaliajat ovat rippumattomia Exp(A)-
jakautuneita sm:ia

Merkitaan asiakkaan n saapumishetkea t :lla
Saapumishetket voidaan perakkain generoida kaavalla t,,.; = t, + X,
missa X,, ~ Exp(A)

Toinen tapa generoida Poisson-prosessin realisaatio valille (0,T) on:
— arvo saapumisten kokonaislukumaéra N Poisson-jakaumasta N ~ Poisson(AT)
— arvo jokaisen pisteen paikka t, valilla (0,T) tasaisesta jakaumasta t,~ U(0,T)

— pisteett,,t,,..., t, suuruusjarjestykseen asetettuna muodostavat realisaation Poisson-
prosessin saapumishetkille
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Epéastationdérisen Poisson-prosessin mukaisten saapumisten
generointi (1)

» Toisinaan on tilanteita, joissa oletus Poisson saapumisintensiteetin
vakioisuudesta ei pade (vrt. aikarajoitetut aanestykset/kilpailut)

— Poisson-prosessia, jonka saapumisintensiteetti on ajan funtio A(t), kutsutaan
epastationaariseksi Poisson prosessiksi

» Kaksi tapaa: ohennusmenetelma tai kddnnésmenetelma
* Ohennusmenetelma

— Poisson prosessi intensiteetilla A, jossa saapuminen hyvaksytaan todennakdisyydella p
(ei hyvaksyta tn:l1a 1-p), on edelleen Poisson prosessi, mutta intensiteetilla pA

— Simuloinnissa kaytettava A(t) on tunnettu ja sille voidaan laskea ylaraja AB= A(t), Ot
— ldea: Generoidaan saapumisia intensiteetilla AYja hyvaksytdédn saapuminen hetkella t’
todennékoisyydella A(t)/AD
» Algoritmi: olkoon asiakkaan n saapumishetki t,
1. Asetat=t,
2. Generoi U;, U, ~ U(0,1)
3. Asetat=1— (/A9 InU,
4. Jos U, < A(1)/ APpalauta t ., = T, muuten palaa kohtaan 2
e Ongelma: "Ylimaaraisten” saapumistapahtumien generointi
— tehoton, jos A7on suuri verrattuna A(t):n yleiseen arvoon
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Epéastationdérisen Poisson-prosessin mukaisten saapumisten
generointi (2)

» Kéaantamismenetelma: vastaa kertymafunktion kdantamista
o Maaritellaén funktio A(t)

— A(t) on valilla [0, t] saapuneiden asiakkaiden keskimaardinen lukumaara
» Idea: Generoidaan ensin saapumishetkia t,, Poisson intensiteetilla 1 ja
suoritetaan muunnos t, = A"}(t,), missa A1(y) on A(y):n kaanteisfunktio. Tallgin
saapumishetket t, noudattavat Poisson prosessia intensiteetilla A(t)
»  Algoritmi: olkoon T, n:nen asiakkaan saapumishetki Poisson intensiteetilla 1,
olkoon t, todellinen saapumisaika intensiteetilla A(t)
1. Generoi U, ~U(0,1)
2. Asetat,,,=1,—InU;
3. Palautat,,, = AY(t,,,)
» Etu: kaikki saapumistapahtumat saadaan kaytettya
— Ongelmana, etta kadanteisfunktion ratkaiseminen voi olla vaikeaa/mahdotonta
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Epéastationdérisen Poisson-prosessin mukaisten saapumisten

generointi (3)

+ Esimerkki kdantamismenetelmasta:

Alt)=sin(t/10) , tO[0107] - A(t)=10(1-codt/10))

/\

generoidut Poi(1) saapumiset

0 i;‘y'( L [ R ' ' ! 1
0 5 10 50X % 0 0 5 10 1 20 % 0
toteutuneet Poi(A(t)) saapumiset
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Normaalijakautuneen sm:n generointi

* Olk. UjaV riippumattomia U(0,1)-jakautuneita sm:ia
* Ns. Box-Miller -menetelman mukaan sm:t X ja Y, missa

X =+/-2InU cod27v)

Y =+/-2InU sin(27v)

ovat riippumattomia N(0,1)-jakautuneita sm:ia

+ Mielivaltaiseen normaalijakaumaan paastaan skaalaamalla: L + 0X ~ N(U,02)
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