J. Virtamo 38.3143 Jonoteoria / Jonoverkot

JONOVERKOT

Useasta jonosta muodostuva verkko
e Quecueing network

e Network of queues

Esimerkiksi
e Asiakkaita siirtyy postin, pankin, kaupan jonoista toiseen

e Datapaketteja kulkee reititinverkon reitittimelté toiselle

Historiaa
e Burken teoreema, Burke (1957), Reich (1957)
e Jackson (1957, 1963): avoimet jonoverkot, tulomuotoinen ratkaisu
e Gordon ja Newell (1967): suljetut jonoverkot
e Baskett, Chandy, Muntz, Palacios (1975): jonotyypin yleistykset
e Reiser ja Lavenberg (1980, 1982): keskiarvoanalyysi, MVA
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Jacksonin jonoverkko (avoin jonoverkko)

Jacksonin avoin jonoverkko muodostuu M solmusta (jonosta) seuraavin oletuksin:

e Solmu ¢ on FIFO-jono

— rajaton maéra odotuspaikkoja

e Palveluaika jonossa noudattaa jakaumaa Exp(u;)

— kussakin jonossa asiakkaan palveluaika saa arvon riippumatta ajasta muissa jonoissa

— huom. pakettiverkossa paketin lahetysaika todellisuudessa on sama kaikissa jonoissa

(tai poikkeaa vain vakiotekijélld, linjanopeuden kéaéanteisarvolla)

— tama riippuvuus ei kaytannossa kuitenkaan vaikuta merkittavasti jarjestelméan kayttaytymiseen
(ns. Kleinrockin riippumattomuusoletus)

e Poistuttuaan jonosta ¢ asiakas valitsee seuraavan jonon j satunnaisesti todennakoisyydella

g; ; tal poistuu systeemista todennakoisyydelld g; 4

— mallia voidaan laajentaa siten, etta sidotut reitit ovat mahdollisia

e Verkko on avoin ulkopuolisille saapumisille

— lahteesta s saapuu asiakkaita Poisson-virtana intensiteetilla A

— niisté osa ¢, ; saapuu jonoon ¢ (intensiteetti Ags.;)
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Jacksonin verkon solmu 1
Mg | 24 ¢

N;
s = source, ulkoinen lihde A1, A @) i 20,1
d = destination, nielu : \ é :

. . oo e . XMqM,i Exp(w;) 7Liqi,M
N; = asiakkaiden lukumaéra jonossa 1 i

[lman komplikaatioita voitaisiin olettaa tilariippuva palvelunopeus p; = p;(V;). Tamén avul-
la voitaisiin kuvata mm. usean palvelimen solmuja. Merkintojen keventédmiseksi seuraavassa
oletetaan vakio ;.

Jacksonin verkko

Verkon avoimuus edel-

lyttaa, etta jokaisesta
jonosta on ainakin yk-
si polku (# 0) nielu-
un d eli ettd jokainen
verkkoon saapunut asi-
akas lopulta poistuu si-

itd todennakoisyydella
1.
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Virtojen siilymisyhtilo
Merkitdan A\; = keskiméarainen asiakasvirta solmun ¢ lapi.

e Vaikka ulkoiset saapumisvirrat eri solmuihin ovat poissonisia, mikaén ei takaa, etta virrat
verkon sisélla solmujen vélilla olisivat my0s poissonisia. Yleensa ne eivét olekaan.

— poikkeuksena tapaukset, joissa verkossa ei ole silmukoita eli asiakas ei koskaan palaa
solmuun, jossa on jo vieraillut; talloin poissonisuus seuraa Burken teoreemasta.

Virta \; on peréisin suoraan ldhteestd tulevasta virrasta ja muista solmuista haarautuvista
virroista. Sailymisehdot muodostavat lineaarisen yhtaloryhmén, josta A;:t voidaan ratkaista.

M
Ai:AQS,i_‘_Z)\ij,i 221,,M
J=1

Vastaava yhtalo pétee nielulle d. Koska koko verkosta poistuvan
virran téytyy olla yhtésuuri kuin saapuva virta, péitee (gsq = 0):

M
A= 2 Ajgjd
7=1

Esimerkki

A
BN = M=
n—t— [ —— 1 —q

A 1-q Huom. A; ei ole poissoninen vaikka A\ onkin.
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Jacksonin teoreema

e Asiakkaiden lukuméaarit IV; verkon eri solmuissa, ¢ = 1, ..., M, ovat toisistaan riippumattomia.

e Jono ¢ kayttaytyy ikaan kuin saapumisvirta A; olisi poissoninen.

Tilavektors Tilatodenndkoisyys
Verkon tilan méérad vektori N = (IVq, ..., Nyy). p(n) = P{N = n}
Sen mahdollisia arvoja merkitdin n = (ng, ..., nyy). Méritelldzin p(n) = 0,
Verkko on tilassa n, kun N =mneli Ny =nq, ..., Ny =ny. jos jokin n; < 0

Jacksonin teoreema

M

p(n) =pi(n)- - pulnu) = 11 pi(ni) Mmissd pini) = (1 —pi)pi* | pi=Nif

e Verkko kdyttaytyy ikddn kuin se muodostuisi joukosta riippumattomia M /M /1-jonoja.
e Tilatodennakoisyys on tulomuotoinen < riippumattomuus.

e Jos jossain solmussa on paljon asiakkaita, siitd ei seuraa mitdan sen suhteen paljonko
esim. naapurisolmuissa on asiakkaita.

Jos palvelunopeus on A
pi(ni) = pi(0) -7

tilariippuva ,ui(ni), niin m missa pfi(O) méadriaytyy normiehdosta
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Jacksonin teoreeman todistus

Merkitdén e; = (0,...,0, 1.,0,...,0).
1:s alkio
Talloin on esimerkiksi
pn—e;) =pny,...,ni—1,n— 1,1, ..., ny)
Nyt voidaan Kkirjoittaa globaali tasapainoehto

verkon tilalle n (yksi yhtélo jokaista mahdollista
tilaa n, n; > 0 Vi, kohti):
M M
Ap(m) + 3 pulnmop(m) = A3 gsip(n —e;)
M
+ 221 Qi i (0 + €;)
M M
+3 ]2 Gjipjp(n+e; — e;)
missa vasen puoli edustaa todennékoisyysvirtaa
pois tilasta n (kun ollaan tilassa n ja verkkoon
tulee miké tahansa saapuminen tal mistd tahansa
verkon jonosta tapahtuu poistuminen, siirrytaan

uuteen tilaan) ja oikea puoli virtaa tilaan n (vrt.
kuvan siirtymékaavio).

Huom. Jélleen voitaisiin sallia tilariippuvuus p; = p;(n;).

:

N4

jonoon 2 saapuu asiakas ulkopuolelta
[ ]
/ jonosta 2 poistuu asiakas ulkopuolelle
__— jonoon 1 saapuu asiakas ulkopuolelta
./_\b

~— jonosta 1 poistuu asiakas ulkopuolelle
\ asiakas siirtyy jonosta 2 jonoon 1
° (4

T asiakas siirtyy jonosta 1 jonoon 2
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Jacksonin teoreeman todistus (jatkoa)

Kirjoitetaan oikean puolen ensimmaéisessa termissa oleva tekija Ag ; toiseen muotoon virtojen

M
sailymisehdon avulla: Ags; = A\j — >° Ajgj;. Yhtdlo saa muodon
j=1

M M M M
Ap(n) + ; filn>op(n) = ; Aip(n —e;) — ; ; Ajgjip(n —e;)
+ ; di.d i p(n + ez)
‘M M
+ 21 ‘21 qji thi p(n + €; — €;)
i=17=

Sijoitetaan tdhan Jacksonin teoreeman (véite) mukainen tulomuotoinen ratkaisu yritteend ja
osoitetaan, ettda yhtalo toteutuu.

Kyseiselle tulomuotoiselle yritteelle pétee
Aip(n—e;) = pily~op(n)
Ajp(n—e) = pjp(n—e; +e))
Ai p(n) = u;p(n+e)

Sijoitetaan namaé relaatiot téssé jarjestyksessé oikean puolen kolmeen ensimmaiseen termiin.
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Jacksonin teoreeman todistus (jatkoa)

Yhtélo on nyt saatu muotoon

M M M M
Ap(n) + 2 pilni>0 pn) = 3 Ly~0p(n) — 22 g pipn+e; —e;)
+ > giadip(n)
‘M M
+ 3 Y gipjpn+e;—e)

~
I
—_
.
I
—_

Yhtélossa menevat vastakkain vasemman puolen toinen ja oikean puolen ensimméinen termi,
samoin oikean puolen toinen ja neljas termi. Jaljelle jaa

M M
Ap(m) = ; ¢iaNip(n) = p(n) ; Qi.d Ni

mika toteutuu, koska verkkoon tuleva ja siita lahtevi virta ovat yhtasuuret, A = Z i d-
=1
Siten on osoitettu, ettd Jacksonin teoreeman mukaiset tulomuotoiset tllatodennakmsyydet

todellakin toteuttavat verkkoa kuvaavan Markovin prosessin globaalit tasapainoyhtalot.
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Fsimerkk:
A » x
_ | CPU ! (1o
Al = A+ N A= 1—q G B > (ks
=
Ay = g\ Ny = 4 Ay hp=qh4
L—q o |,
p1=A/p1, P2 = Ao/ M2

P(nb n2) = (1 — Pl)P?l(l - P2)P§2

Keskimddrdiset jononpituudet

Ny = & 3 Ny = P2 ; N=N +N; = P + .
1 —=p 1 —po l=—p1 1—=po
Keskimddrdinen atka systeemissd
T E _ P1 n P2 _ >\1/M1 n >\2/,u2 _ S n S
A )\(1 — pl) )\(1 — pg) )\(1 — )\1//11) )\(1 — )\Q/ug) 1 — )\Sl 1 — )\SQ
Ekvivalentti systeemi missa
A 1 1
S| = L - —  keskiméaaridinen CPU-aika
___ | cpu w | /L)})\ l1—gq ,ull
15 1% Sy = 2 = 1. = Keskimidirinen I /O-aika
poA 1 —q o
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Jacksonin verkon keskiarvotuloksia
Oletetaan tilasta riippumattomat palvelunopeudet w;.

Keskimaardinen asiakkaiden lukuméaara solmussa ¢ Keskiméaarainen viipymisaika solmussa

Keskimaarainen odotusaika solmussa 2

B ;1
Wi=Ti——=-—"—
pi 1 —pip

Solmuun ¢ saapuneen asiakkaan keskimagrainen viipymisaika verkossa

vrt. virtojen séilymisyhtalo
Téstd yhtiloryhmésti (i = 1, ..., M) voidaan T; 4:t ratkaista.

Asiakkaan keskimédrainen viipymisaika verkossa (keskiarvo koko asiakaspopulaation yli)

Littlen tuloksen perusteella

N 1% Y
A NS — A
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Optimaalinen kapasiteetin jako

Halutaan minimoida keskiméaérainen viipymisaika I" verkossa tai, mika on sama asia, keskiméaérainen
asiakkaiden lukumaéaara N verkossa.

Oletetaan, etta kapasiteetit p; ovat muuten vapaasti valittavissa, mutta niitd rajoittaa ehto
(kustannusehto) =M, p; = C.

oM\ M
N= = min!, > i =C
=1 b — N i=1

Kaytetdan Lagrangen kerroinmenetelméa ja minimoidaan

H =
’Lzl,uz—A

+:E(Z pi — C)

parametrien p; suhteen ja madaratadan x siten, ettd minimipiste toteuttaa rajoitusehdon
OH i
Opi (i = Ai)?

Sijoittamalla tama ehtoyhtdloon, saadaan

| C — %: Aj Jx Fnsin allokoidaan pakollinen

v

= pi = A+ —(C — > A) kapasiteetti \;; ylijadméaraha
2 \/Y] %: \/Aj ’ jaetaan /\;:den suhteessa.
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Avoimen verkon saapumislause (Random Observer Property, vrt. PASTA)

Avoimessa jonoverkossa mihin tahansa solmuun saapuvan asiakkaan nakemét tilatodennékoi-
syydet (todenndkoisyys, ettd systeemi on tilassa n juuri ennen saapumista) ovat samat kuin
tasapainotodennékoisyydet p(n).

Todistus. Tarkastellaan jonosta ¢ jonoon j siirtyvaa asiakasta.
Sijoitetaan néiden jonojen valiin kuvitteellinen jono 0, jossa
palvelunopeus py on hyvin suuri.

Rajalla py — oo lisdtty jono ei mitenkédan vaikuta systeemin

kayttaytymiseen: jonosta ¢ jonoon j siirtyvit asiakkat viipyvat
vain havidvan pienen hetken lisatyssa valijonossa.

Lisatty jono kuitenkin mahdollistaa siirtyvan asiakkaan “vangitsemisen”. Siirtyminen tapah-
tuu juuri sind lyhyené hetkend, jolloin jonossa 0 on asiakas eli kun Ny(t) = 1. Siirtyvén asi-

akkaan nikeméd verkon tilajakauma on muiden jonojen (muiden kuin jono 0) yhteisjakauma
ehdolla Ny = 1.

Nyt kaytetadn hyviksi sita, ettd myos laajennettu systeemi muodostaa Jacksonin jonoverkon
ja sen tilajakauma on tulomuotoinen. Merkitdin laajennetun systeemin tilavektoria n’:lla eli
n' = (ng, n, ..., nar). Pétee p'(n’) = P{N" = n'} = py(ng)p1(n1) - - - par(nar) = po(no)p(n).
P{Ngz 1,N1 :nl,...,NM:nM} B

P{Ni = n1,..., Nur = nar| N = 1} = P{N, = 1}
-

p(n)
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Suljettu jonoverkko (Gordonin ja Newellin verkko)

Suljettu jonoverkko muodostuu M solmusta. Se eroaa avoimesta jonoverkosta siina, etta
ulkoista lahdetta ja nielua ei ole. Verkon sisélla kiertda K :n asiakkaan vakiopopulaatio.

e Kukin solmu ¢ muodostaa FIFO-jonon, jossa palveluaika arvotaan muista riippumatta
jakaumasta Exp(p;). Jalleen voitaisiin sallia tilariippuvat palvelunopeudet p;(n;).

e Jonosta ¢ poistuva asiakas valitsee solmun j seuraavaksi kohteeksi todennékaisyydella g; ;.

Eri solmujen liapi kulkevat asiakasvirrat \; toteuttavat . j@ b 7 j@ &
virtojen séilymisehdon s
- s E@S—W
N=S Ng| i=1,... M ;
]gl ]q]> v ) ) MIE hg

Nama muodostavat homogeenisen lineaarisen yhtaloryhmén. Yksi yhtalo on muista lineaaris-
esti riippuva, ja ratkaisu on vakiotekijaa vaille yksikasitteisesti maaratty.

Olkoon (5\1, oA ) yhtéloryhmén jokin ratkaisu. Yleinen ratkaisu on muotoa &'(5\1, oA M),
missd o on vakio. Se mitd a:n arvoa todelliset virrat vastaavat, jaa toistaiseksi maaraamatta.
Asia selvidé ns. keskiarvoanalyysin yhteydessid. Merkitdadn kyseistd arvoa aclla, ts. \; = a\;.

Merkitdan p; = A / ;. Namé suureet ovat vastaavasti verrannollisia jonojen todellisiin kuormi-
n Pi = )\Z/,u@, nimittain Pi = OAépAZ
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Gordonin ja Newellin lause

Suljetun jonoverkon tasapainotodennakdéisyydet ovat

1 Mo
— A?Z, kun >;n, = K Mo
p<n) = G<K, M) zl;[1p missi G(K’ M) — 3 H i
07 kun Z’L n; _T'é K n: ), ;n;=K 1=1

Todistus on samantapainen kuin avoimessa jonoverkossa. Yksityiskohdat sivuutetaan.

Todennékoisyysjakauma on siis téassikin tapauksessa tulomuotoinen alueessa 3;n; = K (mut-
ta ei kaikkiallal).

Huom. Vaikka tekijoissa p; on maaraamaton kerroin, itse ratkaisu on taysin maaratty, koska
sama tekija korotettuna potenssiin K esiintyy seké tulossa ettd nimittajan normitekijassa.

Suljetun jonoverkon saapumislause (Lavenberg)

Suljetussa jonoverkossa, jossa on K asiakasta, mihin tahansa solmuun saapuvan asiakkaan
nikemét tilatodenndkoisyydet ovat samat kuin tasapainotodennikoisyydet p[K —1](n) verkos-
sa, jossa on K — 1 asiakasta (vrt. asiakkaan nidkemé jakauma Engsetin jarjestelméssé; mieli-
valtainen asiakas on ikdén kuin “ulkopuolisen tarkkailijan” roolissa).

Lause voidaan todistaa samalla tavalla apujonon avulla kuin avoimen jonoverkon tapauksessa.
Yksityiskohdat sivuutetaan.
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Keskiarvoanalyysi — MVA, Mean Value Analysis (Reiser ja Lavenberg)

Halutaan selvittdi asiakkaiden keskimiirdiset lukumiirit N;[K| sekd viipymisajat T;[K]

samoin kuin asiakasvirtojen A; absoluuttiset tasot eri jonoissa.

Analyysi perustuu keskeisesti edellé esitettyyn saapumislauseeseen. Laskenta tapahtuu rekur-
siivisesti lisaten askelittain asiakkaiden lukumaaraa verkossa. Tamaéan vuoksi asiakkaiden koko-
naismaara merkitdan eksplisiittisesti nakyviin hakasuluissa.

Keskimadraiselle viipymisajalle jonossa ¢ patee

_ 1 _ 1
LiK]= — 4+  NK]-—

& 2%
oma . edessd olevien asi-
palvelual-  jkkaiden palveluun
ka kuluva aika

missd V[ K] on jonoon ¢ saapuvan asiakkaan keskiméirin nikeméa miehitys jonossa.
Saapumislauseen perusteella patee

NIK] = MK ~ 1]

missd V;[K — 1] on tavallinen tasapainojakaumasta laskettu miehitys. Siten on

TIK] = (1+ N[K — 1)) ;
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Keskiarvoanalyysi (jatkoa)

Keskimadrainen miechitys jonossa ¢ on

Todistus. Todelliset asiakasvirrat ovat \; = 075\2-. Laventamalla lauseke a:lla ja soveltamalla

Littlen lausetta nahdaan

. MoK S TIK] e, MUK e NAKL g
SACTIK] L AKTE] S N[K]
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MVA-algoritmi
Tulokset voidaan koota seuraavaksi rekursiiviseksi laskentamenetelmaksi.

Rekursion alku:

N;[0] =0 Kun verkko on tyhji, kaikki keskiarvot ovat nollia.

Rekursioaskel:
T[K] — (1+NZ[K—1])-;
N[K] = K - Mxﬂ iA]
LA Tk
M) = i

Keskimmiisessi kaavassa A;:t ovat miki tahansa virtausyhtéloiden \; = 3; A;q;; ratkaisu.

17
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Esimerkki 1. Syklinen verkko

N M1 = g == Uy = W
— T @ - — e —

Virtausyhtaloiden eras ratkaisu on:
M=X=--=Ay=1

Koska kaikki jonot ovat samanlaisia, voidaan indeksit jattaa pois. Rekursioyhtalot ovat nyt
TIK] = (1+ N[K —1])-
NIK| = K/M

AIK] = NIK]/T[K]

Lihtien alkuarvosta N[0] = 0 ratkaistaan keskiarvot suuremmille populaatioille

1
I

T[] = % T[2] = %% T[3] = %% TIK] = M+Af4(—1%
N[} = 5 N2 = & N2l = & .. {NK] = £
M1 = N2| = fqm A2] = Pgu ANK] = s i

Kun K < M niin A[K] ~ £ 11 (kierrokseen kuluva aika on M/, K kiertijid).

Kun K > M niin A\[K] = p (kaikki jonot tdynné; asiakkaita ldhtee keskim. 1/u viliajoin).
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Esimerkk: 2.

TR M K=3 |
Virtausyhtaloiden eras ratkaisu on:

1/3

Lihtien alkuarvoista N1[0] = N[0] = 0 ratkaistaan keskiarvot suuremmille populaatioille

na = L = 4
T R Nl = 1yt
M = S N[l = Gp
N2 = (+3)5 =3 B2 = (1+)i=42
k=2 M2 = 2 % 7 No[2] = 2- 25/13i/134/3 7
M2l = 2 Nf2] = Fp
0 - 0ePisg; (T - 0epieb
B = pa Aof3] = %M
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Nortonin teoreema

Jonoverkoille voidaan johtaa samantapainen Nortonin teoreema kuin mita kéytetadan lin-
caaristen piirien analyysissa. Jonoverkkojen tapauksessa teoreema voidaan todistaa kiyttaen
hyvaksi verkon tunnettua tasapainojakaumaa.

Kun ollaan kiinnostuneita vain verkon jonkun osan, esim. jonon 7 kayttaytymisestd, muu osa
verkkoa voidaan korvata “ekvivalentilla jonolla”.

EO\ / l N asiakasta koko verkossa.
- 1] SMe E‘ N N — n asiakasta jonossa 1.

n asiakasta muussa osassa verkkoa.

NS Lasketaan lapaisy (virta) T'(n) “oiko-
i1} \EO/ ——

suljetulle” systeemille asiakkaiden luku-
madran n funktiona.

Muun verkon korvaavalla ekvivalentil-

%””’T(") é”"’ la jonolla on tilariippuva palvelunopeus
f (ZP T(n). Jono i kdyttdytyy samoin kuin

alkuperéisessa verkossa.



