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1. OlkoonS = X1 + . . . + XN , missäXi ∼ Exp(µ) ovat riippumattomia samoin jakautunei-
ta satunnaismuuttujia jaN näistä riippumaton geometrisesti jakautunut satunnaismuuttuja,
P{N = k} = (1 − p)pk−1, k = 1, 2, . . .. JohdaS:n häntäjakautumaG(x) = P{S > x}.

2. Osoita suoraan laskemalla (ilman generoivaa funktiota), että kahden Poisson-jakautuneen ko-
konaislukumuuttujanN1 ∼ Poisson(a1) ja N2 ∼ Poisson(a2) summa on Poisson-jakautunut:
(N1 + N2) ∼ Poisson(a1 + a2). Totea sama generoivan funktion avulla.

3. OlkoonX eksponentiaalisesti jakautunut satunnaismuuttuja. Tekemättä mitään laskuja kerro,
mikä seuraavista kolmesta väitteestä on tosi. Perustele.

a) E [X2|X > 1] = E [(X + 1)2]

b) E [X2|X > 1] = E [X2] + 1

c) E [X2|X > 1] = (1 + E [X])2

4. Nelitilaisen Markovin ketjun tilasiirtymämatriisi on
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Piirrä ketjun tilasiirtymäkaavio ja päättele, mitkä tilat ovat transientteja ja mitkä palautuvia.

5. Aika absorptioon. Kolmitilaisella Markovin ketjulla (tilati = 1, . . . , 3) on seuraava siirtymä-
todennäköisyysmatriisi:
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Tila 3 on absorboiva tila. MerkitäänTi:llä keskimääräistä aikaa (askelten määrää), joka tilassa
i olevalta systeemiltä kuluu absorboivaan tilaan siirtymiseen (T3 = 0). Kirjoita yhtälötTi:lle,
i = 1, 2, perustuen siihen, että seuraava siirtymäi → j vie yhden askeleen ja markovisuu-
den nojalla siitä eteenpäin kuluu keskimäärinTj askelta absorboivaan tilaan pääsemiseksi.
Ratkaise yhtälöt.

6. Määritellään äärettömän pitkässä Bernoulli(p)-kokeiden jonossan:nnellä kokeella järjestel-
män tilaksi luku, joka kertoo kuinka mones perättäinen onnistunut koe on kyseessä eli kuinka
pitkä matka on edelliseen epäonnistuneeseen kokeeseen. Jos koen epäonnistui, niinXn = 0;
jos se onnistui, mutta edellinen epäonnistui, niinXn = 1, jne. a) Mikä on järjestelmän tila-
avaruus? b) Perustele, ettäXn muodostaa Markovin ketjun. c) Kirjoita Markovin ketjun tila-
siirtymämatriisi (näytä sen struktuuri).


