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SOLUTASON JONOT

e Solutason aikaskaala on lyhyt

— liikenteen hitaammat (pursketason) vaihtelut eiviit ehdi vaikuttaa
— purskekokoonpanoa voidaan pitda vakiona
— kunkin litkenneldhteen voidaan katsoa tuottavan soluja vakiovalein

— eri lahteet eri nopeuksilla; nopeus voi olla my6s nolla purskeen ollessa sammuksissa
e Solutasolla suurin kiinnostus kohdistuu puskurien jonojen lyhytaikaiseen kayttaytymiseen
— jonomallit M/D/1ja NxD/D/1
e Paitehtavana on puskurin jononpituusjakauman maaraaminen

— ratkaisemiseen kaytetadn ns. Benesin menetelméaa
— tuloksia voidaan soveltaa puskurien mitoitukseen
— purskekokoonpanon vaihdellessa hitaammassa aikaskaalassa lyhyaikainen jononpitu-

usjakauma vaihtelee parametrisesti

e My6s HOL-eston (Head of Line -esto) médrddminen kuuluu solutason tarkasteluihin
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Solutason liikenne!
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Benesin menetelmi G /D /1-jonoille

e G/D/1-malli soveltuu ATM-verkoille

— solu on vakiomittainen
— palveluaika eli lahetysaika linkille on vakio
— saapumisprosessi on yleinen

—esim. M/D/1tai NxD/D/1

e Benesin menetelméad varten johdetaan ensin ns. Reichin tulos
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Tarkastellaan yhden palvelimen jonoa

Xy = jonossa hetkelld ¢ oleva tekeméton tyo (puskurin sisélto)
A(s,t) = systeemiin valilli (s, t) saapuva tyo
c = jonon palvelunopeus

s<t

X; = sup(A(s,t) — c(t — s)) Reichin tulos

o A(s,t) on vililld (s, t) saapunut tyo

e ¢(t — s) on kyseiselld vélilld purettavissa oleva suurin mahdollinen tyo

Naiden erotukselle on mukava ottaa kayttoon oma merkinta

A(s,t) = A(s,t) —c(t — s)

vililld (s, t) saapunut ylimédratyo eli litkatyo;

ty0o, joka vaistamétta jaa varastoon

Taman avulla kirjoitettuna Reichin tulos kuuluu

X =supA(s, t)

s<t

Jononpituus hetkelld ¢ on kaikkien hetked ¢ edeltdneiden
aikaikkunoiden yli laskettujen litkatéiden maksimi.
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Reichin tulos (jatkoa)

A As,b) A XS
X, X,
| | s s
* ‘ t * > S
) s ‘
Liikatyo A(s, t) vélin alkuhetken s funktiona Jononpituusprosessi X

Reichin tuloksen todistus: Kaikilla arvoilla s < ¢ pétee

Xy > A(s,t) —c(t —s) = A(s,t)  jonossa hetkelld ¢ on vihintaan vélin (s, t) litkatyo

Merkitddn s*:114 viimeistd ajanhetked ennen hetked ¢, jolloin jono oli tyhja (stabiili jono on
aina joskus tyhjd). Talloin pétee

e Palvelin on kdynnissi koko vélin (s*,%) ja tehty tyo on c(t — s*).

o X, =X + A(s"t) — ct—5") =A(s1)
— —_— —_—
0 saapunut tyd  poistunut tyo

Siten pisteessa s* puoliepayhtilo toteutuu yhtalona.
A(s,t) saavuttaa (s:n funktiona) pisteessi s* maksimin: X; = sup,; A(s,t) = A(s*, t).
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Reichin tulos (jatkoa)

Seuraus

Viliton seuraus epayhtalosta

Xy > A(s,t) —c(t —s) = A(s,t) Vs <t
on

P{X;, >z} > P{A(s,t) >z} Vs<t

silla aina silloin kun A(s,t) > x, on epdyhtédlon mukaan myos X; > x, joten jalkimméisen
tapauksen todennékoisyys on vahintdan yhtéa suuri kuin edellisen.

Suure P{X; > x} on jonopituuden (tekeméttoméan tyon) hantdjakauma. Télle on saatu erds
alaraja. Koska alaraja péatee kaikille arvoille s < ¢, patee my6s tiukin alaraja

P{X; >z} > supP{A(s,t) > =}
s<t

Tamaé yksinkertainen alaraja antaa usein hyodyllista informaatiota jonopituusjakaumasta.
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Benesin menetelma

Halutaan laskea jononpituuden X; komplementaarinen

jakauma
A A(st)
Qz) = P{X; > x} L‘ X,
e Reichin tuloksen mukaan ehto {X; > z} merkitsee b x
sitd, ettd A(s,t)n maksimi (s:n funktiona) on x:n \/M

ylapuolella. s,

e Toisaalta stabiilissa jonossa pitkalla aikavalilla tyota
ei vol tulla enemmén kuin sitd kyetdan tekemadn,
vaan lim A(s,t) = —oo (todennékoisyydella 1).

S§——0O0

Siten jokaiseen realisaatioon, jolla X; > x, liittyy yksikasitteisesti méaaritelty varhaisin ajan-
hetki s,, missé liitkatyon kuvaaja leikkaa tason z,

s, =inf{s <t:A(s,t) =z}

Tapaus {X; > x} voidaan siten osittaa sen mukaan, missé s, sijaitsee. Yksi osituksen tapaus
on s; € (8,5 + ds) tai lyhyemmin s, € ds. Kokonaistodennédkoisyyden kaava antaa

P{X; >z} = /S<tP{saj € ds}
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Benesin menetelmé (jatkoa)
Tason x ensimmaisen ohituksen hetked s, karakterisoi kaksi ominaisuutta
a)  Asg,t)==x (taso x ohitetaan hetkelld s,)
b)  A(s,t) <z, Vs<s, (tasoa x ei ohiteta ennen hetked s,)
Helposti ndhdéaén, etta litkatyo on perédkkaisten valien suhteen additiivinen, joten
A(s,t) = A(s, $y) + A(sy, 1) kun s < s, <t
Talloin yllaolevista ehdoista seuraa

A(s,s:) <0, Vs <s,

Tama merkitsee Reichin tuloksen perusteella sita, ettéd jono hetkelld s, on tyhja.
Ominaisuus b) voidaan siten korvata ominaisuudella

b) X, =0
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Benesin menetelmé (jatkoa)

Olettaen lisiksi, ettd A(s, t) on paloittain jatkuva s funktio
- esim. diskreettien saapumisten tapauksessa kuvaaja on paloittain jatkuva sahalaitakéayra

saadaan lopulta Benesin tulos

P{X;, >z} = A<tP{A(5,t) <z < A(s+ds,t), X; =0}

e Ensimméinen ehto sanoo sen, ettd taso = ohitetaan vilissé (s, s + ds).

e Toinen ehto, X, = 0, on ehto sille, ettd tasoa x ei ole saavutettu ennen hetkea s.

Benesin menetelma tassa muodossa ei ole vield eksplisiittinen ratkaisu jononpituusjakaumalle,
vaan ongelman uudelleenmuotoilu.

e Todennékoisyyslausekkeessa esiintyy edelleen itse jonoon liittyva ehto X = 0.
Benesin menetelméa on kuitenkin erittain hyodyllinen

e Tulos on taysin yleinen; saapumisprosessista ei ole tehty mitdan oletuksia.

e Joissakin tapauksissa se johtaa eksplisiittiseen, eksaktiin tulokseen.

e Usein sen avulla voidaan johtaa hyodyllisia approksimaatioita tai ylarajoja.
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Benesin menetelmé (jatkoa)

Benesin tulos voidaan kirjoittaa moneen eri muotoon.

e [rityisesti kun jarjestelma rajoitetaan johonkin erityiseen tapaukseen, Benesin tulokselle
saadaan konkreettisemman nékoisia muotoja.

Usein voidaan yleisyyden kérsimatta merkitd jonon tarkasteluhetked 0O:lla (sen sijaan, ettd
edellé se on ollut hetki ¢). Hetki 0 voi

- edustaa satunnaista ajanhetkea

- mutta se voi olla saapumiskuvioon néahden jokin erityisesti valittu ajanhetkikin; Benesin
tulos jononpituudelle patee silloinkin, kun tarkasteluhetki ei edusta tasapainotilannetta

Kun jonopituutta tarkastellaan hetkelld 0, on mukavaa merkita A(s) = A(—s, 0)

- kun litkatyofunktiossa on vain yksi argumentti, silla tarkoitetaan s:n pituisessa aikaikku-
nassa ennen hetked 0 saapunutta liikatyota

- s on nyt positiivinen luku, ja vélin alkupiste on —s

Myos ajanhetken maéaritteleva indeksi voidaan haluttaessa jattdaa pois, Xy = X.

Naitd merkintasopimuksia kiyttaen Benesin tulos kuuluu

P{Xy >z} = /OOO P{A(s) >z > A(s +ds), X_s=0}ds
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Jononpituusjakauman yliaraja

Benesin menetelméan ‘vaikeus’ on siiné, ettd todennakoisyyslausekkeessa esiintyy jononpitu-
usehto X_¢ = 0.

Koska tdma on rajoittava lisdehto, niin jattamalla yksinkertaisesti ehto pois todennékoisyys
kasvaa (el pienene).

Nain saadaan jononpituusjakaumalle yliraja

P{X, >z} < /OOO P{A(s) >z > A(s + ds)}ds

Tamaé jonopituusjakaumaa koskeva ylarajatulos on eksplisiittinen siind mielessé, ettd niin pian
kuin saapumisprosessi on spesifioitu, integrandissa esiintyva todennékoisyys voidaan periaat-
teessa maarata ja integraali laskea.
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Benesin tulos diskreettien saapumisten tapauksessa

12

Edella annettu Benesin tulos patee mille tahansa saapumisprosessille, myos sellaiselle, jossa

tyota saapuu jatkuvana nestevirtana;

- nestekuvaus on hyva malli tarkasteltaessa pursketason jonoilmioita; kasitelladn myShemmin

Perinteisissa jonomalleissa saapumisprosessi on pisteprosessi;
- saapumiset tapahtuvat tiettyinéd diskreetteinéd ajanhetkina

- jokainen saapuminen tuo jonoon #arellisen méaarian tyota

Koska litkatyon kuvaaja on melkein kaikkialla kalteva suora, jon-
ka kulmakerroin on ¢, on kuvan mukaisesti ehto sille, etta taso x
vlittyy vélissd (s, s + ds) ekvivalentti sen kanssa, ettda hetkelld s
litkatyon arvo A(s,0) on vilissd (x — ¢ - ds, x).

P{X;, >z} = [S<tP{A(3, (x —c-ds,z), X; =0}

x-clds

s S+ds

t) €
— /3<tP{A(S’t) €(x—c-ds,x)| X, =0}P{X, =0}
t) €

= /., P{ALs,

P{Xy >z} = c/ooo fas) (@ +c-s| Xy =0)P{X_;=0}ds

(z+c(t—3s)) —c-ds,z+c(t —s)| X =0}P{X; =0}

fas) (x| X5 = 0) on ehdolla
X_s = 0 aikaikkunassa (—s, 0)
saapuvan tyon tiheysfunktio
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Benesin tulos G/D/1-jonolle

Nyt jonosysteemié rajoitetaan vield tarkemmin.
e Saapumiset ovat diskreettejd, saapumisprosessin ollessa edelleen taysin yleinen
e Oletetaan vakiopalveluaika eli jokainen asiakas tuo jonoon saman maéaaran tyota
— esim ATM-solu; malli sopiikin hyvin ATM-verkon solutason kuvaukseen
Otetaan yhden asiakkaan (solun) tyon mééra tyon yksikoksi ja asiakkaan (vakio)palveluaika

ajan yksikoksi (jolloin ¢ = 1; palvelin tekee ty6ta yhden tyoyksikon valitussa aikayksikossi).
Talloin

A(s) = v(s) (saapumisten lukumééra aikavilissi (—s, 0))
A(s) = v(s)—s
A(s)=n-s
Satunnaismuuttuja v(s) on kokonaislukuarvoinen. - o2
Tason z ohitusehto A(s) = z, voi toteutua vain sell- I
aisilla arvolla s, jotka ovat muotoa n — x, missia n on
kokonaisluku (pitéé tietenkin olla n > x). =0

X
Mahdolliset ohitustilannetta vastaavat véilinpituudet -
s, muodostavat siten diskreetin, ykkosvélisen hilan .. /
/ v

Sy =T — T, n>ux
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Benesin tulos G/D/1-jonolle (jatkoa)

Hilapisteessa n — x ohitusehto kuuluu

valissa, jonka pituus on n — x pitda tulla n saapumista;

v(n—x)=n litkaty® ko. vilissé on silloin n — (n — x) =«

Tapauksen Xy > x ositus tason z ensiohituksen sijainnin mukaan pelkistyy nyt numeroitu-
vaksi joukoksi diskreetteja osatapauksia.

Vastaavasti aikaisemmin esitetty kokonaistodennékoisyysintegraali palautuu summaksi mah-
dollisten ohituspisteiden muodostaman diskreetin hilan yli:

P{Xg>a} =YX Plv(n—2)=n, X_(,_,) =0}

n>x

Summa muotoa n — x,(n > x) olevien hi-
P{v(n-x) = n, X_(n_x) =0}

IH”l llll f 2] — 2, (o] —z 41, [2] —z+2,... 9L

missid [x| on pienin kokonaisluku, joka > x.

lapisteiden eli pisteiden

-(an) 0

n-x
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Benesin tulos G/D/1-jonolle (jatkoa)

Tulos voidaan kirjoittaa ehdollistamalla kahteen eri muotoon:

P{Xy >z} = ngx P{v(n —x) =n|X_(,_,) = 0}P{X_(,_,) = 0}

P{V(NX) = n [ X (5 = O}
o | I [ I [ |

T

-(n-x) 0

»
« »

n-x

P{X

P{Xy >z} = n§>:x P{X_—2) =0|v(n —2) =n}P{v(n — x) = n}

P{v(n-x) = n}
| | 1 |

P{X_(n_x) =0 ] v(n-x) =

n-x

15
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M /D /1-jono

e Saapumiset tapahtuvat Poisson-prosessin mukaisesti intensiteetilla \.
e Kuorma p = A - d, missd d (= 1) on palveluaika.

e Saapumisten lukuméérd v(n — z) aikavilissid n — x (palveluaikaa) on Poisson-jakautunut
keskiarvolla p(n — x),

P{V(n —x) = n} _ (p - (nn'— z))" o (n—1)

e Miclivaltaisella ajanhetkelld jono on tyhja todennakoisyydella 1 — p.

e Poisson-saapumiset vilissd (—s,0) ovat riippumattomia saapumisista ennen hetked —s
ja siten jononpituudesta X _g: yhteistodennékoisyys hajoaa tuloksi.

P{n Poisson arrivals}

P{system er@tyl/} l l l u l

-(an) O

i
<«

\4

n-Xx
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M /D /1-jono (jatkoa)

Jononpituusjakauma Q(x) = P{Xy > z} saadaan erikoistapauksena GG/ D /1-jonon kaavasta

Qz) = X P{v(n—x)=n, X =0}

n>x

= Y P{v(n—x)=n}-P{X_, =0}
n>x

_ D) ey
n>x n'

Kayttamalla hyvaksi tunnettua algebrallista identiteettia ja valitsemalla a = —px ja b = p
(1 o b) Z ((Z +n ) 6—(a—l—n.b) 1 — (1 o p) Z (,O (n 33)) e—P'(n—l’) _
0 n! 0 n!

Adreton summa voidaan vaihtaa #dérelliseksi (ykkosen komplementti) ja saadaan lopputulos

Qx)=1—(1-p) % (p-(n—x))" o—p(n-2)
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M/D/1 jono (jatkoa)

M /D /1-jonon komplementaarinen jakauma Q(x) = P{X > x} riippuu vain yhdesti parametrista,
nimittain kuormasta p.

e Jakauma on hyvin ldhelld eksponentiaalista jakaumaa (logaritmiasteikolla suora), kuten
nakyy allaolevista kuvaajista tapauksessa p = 0.7.

o\ 0
-2 -0.2
R 4 X-04
S S
o o
o 6 06
8 -0.8 \
10 -1
5 10 15 20 25 30 35 05 1 15 2 25 3
X X

e Asymptoottisesti (x suuri) jakauma todellakin lahestyy eksponenttifunktiota vakio - e**

— poikkeama eskponenttifuntiosta voidaan havaita vain pienilla arvoilla x

— eksponentin kerroin s (negatiivinen) on jialjempéna esitettavin Lapalce-muunnoksen
napa eli se toteuttaa seuraavan transkendenttiyhtélon: p(e™ — 1)+ s =0

— raskaalla kuormalla, kun p /~ 1, pétee likimain s = —2(1 — p)/p
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Asiakkaiden lukuméiria M /D /1-jonossa

On johdettu kaava jonossa olevan tekeméattoman tyon X jakaumalle.

On kiinnostavaa tietda myos jonossa olevien asiakkaiden lukuméaéaran N jakauma.

Tama saadaan hyvin yksinkertaisesti edellisesta tuloksesta, kun huomataan, etta

N =[X]

Nahdaan, etta kokonailuvuilla n patee

{N >n}={X >n}

Siten on

P{N >n} =P{X > n}=0Q(n)

Jos esim. X = 4.7, niin 4 asiakasta on odottamassa ja yksi
palveltavana; jarjestelméssd on siten 5 = [4.7] asiakasta

Lukuméardn héantajakauma saadaan suoraan
tekeméattomén tyon hantajakaumasta kokonais-
lukupisteissa.
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M /D /1-jono Pollaczek-Khinchinin kaavan mukaan

Pollaczek-Khinchinin kaava tekeméttomén tyon X jakauman (tiheysfunktion) Laplace-muunnokselle
X*(s) kuuluu

* 1 —
X*(s) = 1 _,OS*( 5) missd S on palveluaika ja S*(s) sen (tiheysfunktion) Laplace-
L=p S—E[S] MUUNNOS

M /D /1-jonon tapauksessa on S = vakio = d (= 1), joten

Benesin menetelmalld edelld johdettu lauseke voidaan johtaa myos Pollaczek-Khinchinin
kaavasta suorittamalla Laplace-kdanteismuunnos.

Laplace-muunnoksesta voidaan helposti johtaa momentit

E[X] = ﬁ VIX] = p(L—(8)°)
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N=xD/D/1-jono

N * D-saapumisprosessi

e N toisistaan riippumatonta ldhdetta

e Kukin ldhde on jaksollinen periodilla D

- yksi saapuminen D:n valein

- vaiheet jakson D sisélla arvotaan satunnaisesti

Jokainen saapumisprosessin realisaatio (vaiheet arvottu) on periodinen:
e NV saapumista kussakin jaksossa D

e Saapumiset tapahtuvat kaikissa jaksoissa samoissa paikoissa.

N x D-saapumisprosessissa saapumiset ovat lyhyella vélilla negatiivisesti korreloituneita:

e Jos juuri on tapahtunut yksi saapuminen, niin ajan D sisélla samasta lihteesta ei tule
tolsta saapumista.

Pitkalla aikavalilla saapumiset ovat positiivisesti korreloituneita:

e Jos juuri on tapahtunut yksi saapuminen, niin tiedetdan ettad uusi saapuminen tapahtuu
ajan D kuluttua, ajan 2D kuluttua jne.
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N=xD/D/1-jono (jatkoa)

Kun palveluaika on vakio:

e Kukin ldhde tuo yhden yksikon tyota jaksossa D.

e Kiytetddan ajan yksikkona tyoyksikon palveluun

NHllllﬁ
]

kuluvaa aikaa. (talloin D on paljas reaaliluku).

e Jonon kuorma on p = N/D.

NxD /D /1-jono on hyva malli esim. ATM-kytkimen ulostulopuskurille, kun kyseisen puskurin
kautta on muodostettu N kpl VC-yhteyksid, joista kussakin kulkee dataa suunnilleen samalla
nopeudella.

Haluttaessa selvittaa esimerkiksi jononpituusjakaumaa, ei olla niinkaan kiinnostuneita jono-
pituuden vaihteluista yksittdisessi realisaatiossa, vaan (ensemble)jakaumasta kaikkien real-
isaatioiden yli, jossa otetaan huomioon vaiheiden satunnaisuus.

Seuraavassa on mukavaa tarkastella hetkelld 0 alkavaa jaksoa ja tarkastella tekemattoman
tyon arvoa, Xp, vélin loppupisteessi (mielivaltainen ajanhetki).

Tehtdvana on johtaa X p:n hdantdjakauma Q(x) = P{Xp > x}.
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N=xD/D/1-jono: systeemin modifiointi

Mielivaltaisessa pisteessd D vallitsevan jononpituuden (tekeméton tyo) Xp:n hintdjakauma
Q(z) = P{Xp > x} voidaan ratkaista eksaktisti Benesin menetelméa avulla.

Tata varten jarjestelmaa modifioidaan kaksi kertaa perakkain.

Modifiointi perustuu seuraavaan avainhavaintoon:

e Stabiilissa jonossa on N < D ja systeemi

on aina vélilld tyhja. A JJ#\N\r\ NN GNP N\N\PI\NNI\ N

TIT T T Ir | I T T TIT]T III T T T T
ISR NIEES I IR IRIRIES

e Jaksollisuuden vuoksi jono on tyhja jon- |
e VHOKSTJONO O WA ] B g
ain ajanhetkend jokaisessa jaksossa, mm. T |u R T
vililla (0, D). | | ! | | | |
C NG N FFFI NN
e Jono hetkelld D on peréisin saapumisista ap Il lop 0 D oo I 1 ap

vililli (0, D)

e Xp e muutu miksikdan vaikka saa-
pumiset ennen hetked 0 "kytketdan pois’

Jarjestelman A asemesta voidaan laskea Xp:n jakautuma jarjestelmélle B.
Sovelletaan seuraavaksi Benesin mentelméaéd X p:n jakauman selvittamiseksi jarjestelméssa B.
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N=xD/D/1-jono: jononpituus jirjestelméissi B
Sovelletaan yleista Benesin tulosta G/ D /1-jonoille ehdollistetussa muodossa

Qx)=P{Xp>a}= Y P{w(D,D)=n} P{Xp=0|v(D' D)=n}

r<n<N

missa

e v(D', D) = saapumisten maara vélilla (D', D)

en—(D—D')=x ei D' =D-n+uax  likatyo vililld (D, D’) on x

Summassa hilapistettd on merkitty D’:lla.

e Kukin hilapiste D" identifioituu vélin (D', D) saapumisten lukuméérin n perusteella.
e Vilin pituus D — D’ = n — x méaardytyy sen perusteella, etta litkatyon arvo vélissd on x.

e Jotta liikkatyo voisi olla z:n suuruinen, taytyy saapumisten lukuméarin n vélissa olla
vahintddn x (antaa summausalarajan).

e Toisaalta jirjestelmaéssa B ennen hetkea D on vain /N saapumista, joten summaus voidaan
lopettaa N:dan (ensimmaéinen todennékoisyys on 0 suuremmilla arvoilla n).
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N=xD/D/1-jono: jononpituus jirjestelmissi B (jatkoa)
Tutkitaan todennékoisyystekijoitd summassa

Qx)= ¥ P{u(D'.D)=n} P{Xy =0[v(D,D)=n}

r<n<N

Todennakoisyys sille, ettd D:n pituiseen jaksoon tasanjakautuneista /V:sta saapumisesta tdsmélleen
n osuu osavalille (D', D), jonka pituus on n — z, saadaan binomijakaumasta:

P{v(D',D) =n} = (JZ) (”l_)ﬂi')”(l B n;)g:)zv_n
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N=xD/D/1-jono: jononpituus jirjestelmissi B (jatkoa)

Ehdollisen todennakoisyyden P{Xpr = 0|v (D', D) = n} laskemiseksi kddnnetaan saapumis-
prosessin katkaisumenettely vastakkaiseen suuntaan:

e Silla ehdolla, ettd viliin (D', D) on tullut n saapumista, loput N — n saapumista ovat
tuleet véliin (0, D").

e Kyseiset N — n saapumista ovat tasanjakautuneita vilissa (0, D’).
e Vili (0, D) on alikuormitettu, silla
N—-n=N-(z+(D-D)=—(D-N)—z+D' <D

e Saapumiset vélissd (0, D) voidaan laajentaa jaksolliseksi saapumisprosessiksi (jakso D’)

— alikuormitetussa (stabiilissa) periodisessa systeemissi jono on tyhjé jokaisessa viliss,
siten myos valissa (0, D')

— periodisella laajennuksella ei ole vaikutusta jononpituuteen X
e Jirjestelmin B tyhjandolotodennakoisyys hetkella D’ voidaan laskea jarjestelméasta C.
e Jirjestelmin C kuorma on p' = (N —n)/(D —n + x).

e Jonon C tyhjaniolotodennékoisyys hetkella D' on sama kuin mielivaltaisella hetkella
N—-n  D-N+uw
D—n+z D-n+zx

P{Xp =0lv(D',D)=n}=1-—
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N=xD/D/1-jono: jononpituusjakauma

Kokoamalla néiden tarkasteluiden tulokset yhteen saadaan lopputulos

Qp(z)= ¥

r<n<N \ N D D D—n+x

(N)<n—x>n<1_n—x>NnD—N+x

missd on merkitty nikyviin jononpituusjakauman Q(x) riippuvuus parametreista N ja D.

e On saatu virtuaalisen odotusajan jakauma.

e Kokonaislukuisilla arvoilla 2 se antaa suo- M/D/1

raan jonossa olevien solujen lukumédran

;/,
a
/

komplementaarisen jakauman.

1000
| - S NN
e Solun todellisen odotusajan jakauma

z
é/
/

N % D/D/1-jonossa on sama kuin 1012 \ <) \500

\ N
virtuaalisen odotusajan jakauma 1015 .
(N — 1)% D/D/1-jonossa, jossa lahteiden 20 40 60 80 100
madra on yhta pienempi, eli jakauma on , , , ,
N_1 (x) Jononpituusjakauma eri arvoilla N
D

vakio kuormalla p = N/D = 0.95.
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Moduloitu N*xD/D/1-jono (tapaus D > N)

Tassékin tapauksessa on N lahdetta.

Lo L

Kukin lahde on paalla tai pois péélta (on/off) jonkun
moduloivan prosessin sadateleméana. Kullakin ldhteella

moduloiva prosessi voi olla erilainen. Ll I

Kun ldhde on péaalld, se lahettdd soluja jaksollisesti

vakiovélein, vali D. 4

Lahteen  yhtendistd — paalldolojaksoa  kutsutaan

purskeeksi. Téssd kaytetddn seuraavaa tulkintaa. A A A A A

Purske

VN L

- alkaa solun saapumisella

- jatkuu ajan D viimeisen solun saapumisen jalkeen D
- talléin solujen vali aina > D
Lahteen ¢ modulointiprosessista tarvitsee seuraavassa tuntea ainoastaan ldhteen paslldolo-

todennakoisyys p;.

Asetettu ehto D > N merkitsee sitd, ettd vaikka kaikki ldhteet olisivat jatkuvasti p#alla,
jono olisi stabiili. Nyt tarkastellussa moduloidussa jonossa ei siten voi lainkaan muodostua ns.
pursketason jonoja.
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Moduloitu N*D/D /1-jono, jatkoa ...

e Tarkastellaan jonoa hetkellda D (mielivaltainen).

e Systeemi on varmasti tyhjéd jonain hetkend viélilla (0, D).

— pétee ilman modulointia

— modulointi ‘harventaa’ saapumisia
e Saapumiset ennen hetkeéd 0 voidaan jattaa huomiotta.
e Sovelletaan Benesin tulosta typistettyyn jarjestelmaan.

e Ehdollistetaan laskenta hetkella D pééllaolevien lahteiden lukuméaraan.

— jokaisesta pélldolevasta ldhteestd, ja vain niistd, tulee yksi saapuminen viéliin (0, D)

— tasanjakautunut ko. valilla

N
P{X >z} = 3 P{n lidhdettd pailli} - > P{v(D', D)=k ja Xp = 0|n lahdettd paalla}
n=0

r<k<n

e Jilkimméiinen summa on sama kuin Q’(x)
— NxD/D/1-jonon hantdjakauma: n ldhdettd, jakso D
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Moduloitu N*D/D /1-jono, jatkoa ...

o Merkitddn P, = P{n lahdetta paalla}

— Bernoulli(p;)-muuttujien konvoluutio

e Niiden avulla lausuttuna saadaan moduloidulla saapumisprosessilla ‘moduloitu jonon-
pituusjakauma’

PLX > 2} = & R.Qo)

e Tulos riippuu vain péélldolotodennakoisyyksista p; (P, riippuu néisté)

— ei moduloivien prosessien muista ominaisuuksista

e Tulos on eksakti

— el edellyta aikaskaalojen eroa

e Tuloksen pétevyyden kannalta oletus D > N (ei pursketason ruuhkaa) on olennainen.
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Moduloitu N*D/D /1-jono, jatkoa ...

e Oletetaan, ettd p;, = p
e P, on binomijakautunut: P, = (V)p*(1 — p)N "

N
e Summa Y P,Q'(x) voidaan laskea;
n=0

— johtaa yksinkertaiseen tulokseen, joka voidaan myos paatella

31

e Voidaan vapaasti valita mikd tahansa | |

moduloiva prosessi

— kunhan péalldolotodennékoisyys on p vl

e Eris realisaatio on jaksollinen prosessi | |

jaksolla D /p _Dip

e Voidaan tulkita:
— purskeen kesto D

— jakso D/p
— paalldolotodennakoisyys D/(D/p) = p

P{X >} = Qpyy()
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Moduloitu N*D/D /1-jono, jatkoa ...

e Talld paattelylla on itse asiassa todistettu matemaattinen identiteetti
N (N B
= () —pQpe) = @

n=0

missa

N n\ (k—ax\" k—a\""D—-n+ux
QD(x)_x<§k:<n<k)( D ) (1_ D ) D—k‘|‘$

32



