J. Virtamo 38.3141 Teleliikenneteoria / Pursketaso

PURSKETASON TARKASTELUT

Ylivuototodennikoisyys puskurittomassa systeemissia

e Tarkastellaan ATM-kytkimen lahtoporttia
e Oletetaan:

— puskuri riittaa vain solutason puskurointiin

— lahtovaylan kapasiteetti C'
e Useita VC-yhteyksia kulkee saman lahtovaylan kautta
— yhteyksien yhteenlaskettu nopeus X

e Kapasiteetin C' ylittdava osuus vuotaa
yli
e Ylivuotovirta (X — C)* input

rate

— missa (+)" = max(0, -)

link
rate
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Ylivuoto- ja saturaatiotodennikdisyys

e Ylivuototodennékoisyys

— ylivuotavan virran suhde saapuvaan virtaan

B(X - C)f] _ | (&= O)f(a)da

Ploss = E[X] /Ooo Jif(ﬂi’)dﬂi

e Saturaatiotodennakoisyys

P = P{X > C}

— todennakoisyys, etta kapasiteetti ylittyy
— usein hiukan helpompi laskea kuin Py
— karkea ylaraja Pogs:lle

— yleensé pari dekadia suurempi kuin P
— ero ei ratkaiseva mitoituksen kannalta
— haviot riippuvat jyrkésti kapasiteetista

— kapasiteetti muuttuu hitaasti haviotason mukana
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Alkeellinen tarkastelu — normaaliapproksimaatio

e Linkilla kulkee n virtuaalikanavayhteytta

— samanlaiset, riippumattomat litkennevirrat
X=Xi+...+X,

e Merkitaan

2

m = yhden virran keskinopeus, E[X{],
0 = yhden virran nopeuden varianssi, V[Xj].

e Vastaavsti
{ M =mn-m = koko litkennevirran keskinopeus, E[X],

>?* =mn-0? = koko liikennevirran nopeuden varianssi, V[X]

e Jos n on suuri, pitee likimain X ~ N(M, ¥?)

e Saturaatiotodennékoisyys on téalloin

C—-—M
Psat — Q ( N )
missa
1 P 1 T
_ L =y/2 0, — = -
Q(x) o e e dy Zerf(;(ﬂ)



J. Virtamo 38.3141 Teleliikenneteoria / Pursketaso
Normaaliapproksimaatio — efektiivinen kaista
e Taso P, edellyttda vihintaan kapasiteettia C'

C 2 M"’ Q_l(Psat) )
e Merkitddn todennékoisyyttd 1 — Piy vastaava N(0,1)-jakauman fraktiilipistetta 7:lla

n = Q_l(Psat)

e M ja Y21 méidritelmii kiyttien

C>n-m+ny/n-o

e Tarvittava kaista yhtd virtaa kohti eli

eta

efektiivinen kaista,

n-o

SO B N W »~ 00 o N

B =m+ —
ot Vn 2 4 6 8

-1 g(Psat)

e Efektiivinen kaista ldhenee keskinopeutta
n:n kasvaessa
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Momenttien generoiva funktio

e Satunnaismuuttujan X momenttien generoiva funktio Arvot origossa:
M(B) = E[e™] = [ ¥ f(a)da M(0) = 1
e [ogaritminen momenttien generoiva funktio p(0) =0

p(B) = log M(3)

e Momentit voidaan laskea néiden avulla
m = E[X] = M(0) — ()
E[X?] = M"(0)
o? = V[X?] = M"(0) = M'(0)* = ©"(0)
e Additiivisuus: Jos X = Xj+ Xo+... 4+ X, missd X;, Xy, ..., X, ovat riippumattomia

satunnaismuuttujia, joiden Imgf:t ovat ¢1(3), w2(3), ..., ©u(F), niin
p(8) = logE[e’]
— logE[eﬁ(Xl—l-XQ—l-...—l-Xn)]

log E[eX1efX2 ... fXn]

log(E[eﬁXl] . E[GBXQ] . E[eﬁXn])

log E[e”*1] + log E[e”X2] + ... + log E[e/*n]
= o1B) + @2(f) + ... + ¢n(B)
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Vinoutettu jakauma
e Olkoon X:n tiheysfunktio f(x)

e Vinoutettu . siirretty jakauma fz(x)

0.25
()
e x B 0.2
fa(x) = = P f ()
M(3) 0.15
— X :n suuret arvot tulevat todennakoisemmiksi 01

— jakauman massa siirtyy kohti suurempia arvoja 0.05

— momenttien generoiva funktio M () toimii 0
normitustekijana

e Kadntden f(z) voidaan lausua fsz(x):mn avulla

Fw) = e 40 £y ()
e Vinoutus voidaan méaritella olettamatta jatkuvuutta
e Todennakoisyysmitan vinoutus

dPs(x) = e’ *0dP(z)

e Merkitddn Eg[-] = odotusarvo mitan Ps suhteen
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Vinoutettu jakauma — jatkoa

e Vinoutetun jakauman momentit

E[Xe™]
M(p)
E[X e’

<
E
H
\6\
=

M ()
M”(/G)
M(p)
_ M) MBS
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Vinoutettu jakauma — jatkoa

e Vinoutettujen momenttien additiivisuus: Jos X = X1+ Xo+. . . +X,,, missd X1, Xo, ..., X,
ovat riippumattomia, niin Imgf-funktioiden additiivisuudesta seuraa
m(B) = mi(B) +ma(B) + ...+ mu(F)
oi(B) = oi(B) +03(8) + ... +05(B)

2
?

missd m;(5) ja o7 (F) ovat muuttujan X; odotusarvo ja varianssi vinoutetun jakauman

suhteen

e Pitee enemmankin:

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan X vinoutettu jakauma on sama kuin ky-
seisten muuttujien X; vinoutettuja jakaumia noudattavien riippumattomien satunnais-
muuttujien summan jakauma:

summa
.
vinoutus |} | vinoutus
_—
summa
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Vinoutettu jakauma — esimerkki 1

e Fksponenttijakauma X ~ Exp(\)

o Tiheysfunktio f(z) = Ae ™™

M(B) = E[e™] =2 e W Prdy = 2,
o(B) = logM(3) = logA —log(A — f3)

m(B) = ¢'(B) =5
02(6) - 90”(6) - ()\_15)2

e Vinoutettu jakauma

fol@) = (A= Ble”=7r
— on myo0s eksponentiaalinen

— parametri A — (3
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Vinoutettu jakauma — esimerkki 2

e X on n:n riippumattoman eksponenttijakautuneen muuttujan summa

o X ~ Erlang(n, \)
e Tiheysfunktio on

(A2)"h
f(x) :Ame A

e Vinoutettu jakauma;
n:m vinoutetun Exp(A — ()-jakautuneen
muuttujan summan jakauma

e Frlang(n, A — ()-jakautuma

e Keskiarvo ja varianssi
n
n

7O =5p

0.25

0.2

0.15 /\
ol |1\
0.05 / »

/\ \\

5 10 15 20 25 30

Viiden Exp(1)-jakautuneen muuttujan sum-
man jakauma ja vastaava vinoutettu jakauma

vinoutusparametrilla § = %



J. Virtamo 38.3141 Teleliikenneteoria / Pursketaso 11

Vinoutettu jakauma — Yhteenvetotaulukko

e Tavallisissa jakaumaperheissa vinoutettu jakauma kuuluu samaan perheeseen

e Vinoutetun jakauman keskiarvo ja varianssi noudattavat kyseisen perheen tunnettuja

kaavoja
Jakauma Vinoutettu m(3) a%(3)
8 8 1 — p\peh
Bin(n, p) Bin(n, pe 6) npe 3 ul p)peﬁ 5
1 —p+pe 1—p+pe (1 —p+ peP)
n n
Erlang(n, A Erlang(n, A —
A L P
Poisson(a) Poisson(ae”) ac’ ae’
N(m, o?) N(m + 0?3, 0?) m+ 0?3 o?
Taulukko 1: Erdiden jakaumien siirretyt jakaumat ja nédiden parametrit.
e Bernoulli-jakauma on erikoistapaus binomijakaumasta: Bernoulli(p) ~ Bin(1, p)

e Eksponenttijakauma on erikoistapaus Erlang-jakaumasta: Exp(A) ~ Erlang(1, \)

1
e ’jakauma on erikoistapaus Erlang-jakaumasta: x2(n) ~ Erlang(g, 5)
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Chernoffin raja
e Kaikilla arvoilla 8 > 0 pétee
P{X Z ZIZ} = E[l{sz}]

el X-X)

< B[/ )] o
— 6_5xE[65X] __—/‘_;_
— 680(5)—595 )

silla e (X =) > 1{X2x}~

e Tilloin pitee myos P{X > 2} < infge#r+¢(9)
e Merkitddan 3,:114 sitd G:n arvoa, jolla minimi saavutetaan.

e Chernoffin ylaraja

P{X > x} < o Prr+o(Bz)

e Arvo 3, loydetddn minimoimalla eksponentti.

O (By) =z eli m(B,) =1

e Vinoutetun jakauman keskiarvo siirretaan pisteeseen x.

12
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Cramérin teoreema

e Olkoon X = X5+ Xo +...+ X,
— X;:t riippumattomia ja samoinjakautuneita
— komponenttimuuttujien yhteinen Imgf on (5)

— X Imgf on n(F)
e Tutkitaan keskiarvon %X n ylitystodennakoisyytta
P{%(Xl +Xo+ ...+ X,) >2a}
e Sovelletaan Chernoffin rajaa
P{%(Xl +Xo4 ... +X,) > 2} =P{X >na} < e "areli)

e [, madraytyy ehdosta n¢'(8,) =nx el ¢'(5;) ==.
e Vauhtifunktio I(z) = supz(Bz — ¢(8)) = Bex — ©(5s).

e Keskiarvon ylitystodennékoisyys
1
P{-(X1+Xo+ ... +X,) >z} <e ™
n

e Cramcérin teoreema: yliraja on asymptoottisesti tarkka

1 1
lim —logP{— (X1 +Xo+ ...+ X)) > 2} = —I(x)

13
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e Taulukkoon on valmiiksi laskettu

— tasoa x vastaava vinoutusparametri

— vinoutetun jakauman varianssi vinoutuksella (3,
— vauhtifunktio I(z)

Jakauma By o%(Bz) I(z)
. 2(1—-p) x 21 —p) ~
Bin(n,p log -— x(l—— rlog —07— + nlog I
( ) ( _ E)p ( n) ( _ E)p 1—
2 A
Erlang(n, \) Al T TA—n— nlog(x—)
x n n
: x x
Poisson(a) log — x xlog S ta-z
a
N(m,o?) Sl 2

HES0)

g

14
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Tarkempi approksimaatio

e Chernoffin raja vinoutetun jakauman avulla

P{X >z} = [7 fly)dy
_ /xoo e—ﬁyw(ﬁ)fﬁ(y)dy
_ o PBrteB) /xoo e_ﬁ(y_x)fg(y)dy

e Integroimisalueessa pitee e =7 < 1
= koko integraali <1

= P{X >z} < e frteld)

= Chernoffin raja e ##**+#(%) saadaan minimoimalla B:n suhteen

e Tiukin raja saavutetaan arvolla 3, jolla m(3,) = x

— jakauman f3, () keskiarvo sijaitsee pisteeseessi x

e Keskiarvon lihelld normaalijakauma N(z, 0%(3,)) on kohtuullinen approksimaatio
o—3(y—)%/0%(5:)

2o (5;)

fo.(y) ~

15
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Tarkempi approksimaatio (jatkoa)

e Talloin (olettaen B,0(8;) > 1)

[ e g (y)dy ~

Q

\/%O_l(ﬁx

1 ) [ eyl malmal/e e g

V2 3.0(8:)

e Saadaan (melko tarkka) likiarvo — ei endé yliraja

P{X >z}~

—1(x)

V271 3,0(8:)

Y

16
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Keskiarvon ylitystodennikoéisyys ja menetystodennékoisyys

e Keskiarvolle patee tarkemman approksimaation mukaisesti

e—nf(x)

~ V2 B.o(By)

— I(x) on yhden komponenttimuuttujan vauhtifunktio

1
P{;(Xl +Xo+...+X,) >z}

— o(f,) on yhden komponentin vinoutettu hajonta
— summan vinoutetun jakauman hajonta on y/n-kertainen

— tasta johtuu nimittdjaan ilmestynyt n

o P voidaan arvioida seuraavasti

1 (. . P
Ploss — EE[(X o 33)+] — Ee # +¢(5)/x (y o 33)6 bty )fﬁ(y)dy

e Valitaan 3:lle arvo 3,

1

(0] (0] 1 2 2 ]_
/m (y —x)e fs(y)dy = 2#0(595)/%‘ (y —x)e e d

VS ar o6y

josta seuraa

—1(x)

(&
T V2rmBro(B,)

BPloss = %E[(X - 33)+]
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Esimerkki: Ylitystodennékdisyyden laskeminen

e Milla todennékoisyydelld viiden Exp(1)-jakautuneen sm:n summa ylittaa arvon x = 157
e X ~ Erlang(b,1)

e Tarkka tulos: P{X > 15} = 22403e~/8 ~ 8.566 10~

e Tiedetddn E[X] = V[X] =5

e Normaaliapproksimaatio, X ~ N(5,5): Py ~ Q(%) ~ 3.871076

e Chernoffin raja: P < e 2115/5) ~ 1101072
missd [(x) = — 1 — logx on yhden komponentin vauhtifunktio
o—51(15/5)
e Tarkennettu approksimaatio: P =~ ~ 0.84 1071

V2m5(2/3)(15/5)
I(x) =z — 1 —log x on yhden komponentin vauhtifunktio
missd B,=1-1/3=2/3
0*(B,) = 2
— normaaliapproksimaatio on lilan optimistinen

— Chernoffin yldraja on hyvin konservatiivinen

— tarkennettu approksimaatio on kohtuullisen tarkka
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Kutsujen hyviksyminen — efektiivinen kaista

K = lahdetyyppien lukumaara; lahdeindeksi & =1, ..., K

or(B) = ldhdetyypin k logaritminen momenttien generoiva funktio (oletetaan tunnetuksi)
n = tyypin k lahteiden lukumaéra

C = linkin kapasiteetti

Hyviksymisehto ylivuotokriteerin mukaan: P < € (€ on annettu suurin sallittu arvo)

Ylivuototodennakoisyys voidaan arvioida edelld esitetyn mukaisesti

I€) = Be—Smp(d)
P(8) = Sniai(B) = Smepl(9)

ja [ maaraytyy ehdosta

Ylivuototodenndkoisyyden arvioimiseksi tarvitsee ainoas-
, taan ratkaista tdmé yhtalo (numeerisesti) ja sijoittaa saatu
m(B)=c el >ngpep(B) =c B3 edellisiin lausekkeisiin. — Tdmé on huomattavan help-
K poa verrattuna tarkan laskennan edellyttaméén jakaumien
konvoluointiin (3 ny — 1 konvoluutiota).
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Kutsujen hyviksyminen — efektiivinen kaista (jatkoa)

Yhteyksien lukumédrdvektori n = (nq, ..., ng) médrad litkennesekoituksen (litkenneprofiili).

Annetulla sekoituksella n ja kapasiteetilla ¢ voidaan laskea Hgs,

Ploss — Ploss(na C)

Taman avulla voidaan kdantien selvittda A
hyviksymisalue A (yleenséd konkaavi)

A= {Il : Ploss(na C) < E}

eli kaikki hyvéksyttavissa olevat litkennesekoitukset n,

joilla P < €. A

Jarjestelmadn voidaan ottaa kuljetettavaksi uusia

\

yvhteyksid niin kauan kuin n pysyy alueessa A.
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Kutsujen hyviksyminen — efektiivinen kaista (jatkoa)

Jos litkennetyypit eivét eroa toisistaan liian paljon, hyvaksymisalueen reuna on likimain suora
(hypertaso)

C

ni(c)

S nipBr < ¢, missi efektiivinen kaista B, on Bj =
k

ja ni(c) ilmoittaa, kuinka monta tyypin k yhteyttd yksindan linkille ¢ mahtuu siten, ettd
Poss < €.

Jos liikennetyypit ovat hyvin erilaiset, tasoapproksi-
maatio ei ole kovin tarkka. N2

Hyviaksymisalueen reunan mielivaltainen tangenttita-
so madrittelee turvallisen hyvaksymisalueen.

Efektiivisena kaistana voidaan pitda arvoa
*
B = ¢/nj

missa ny. on arvo, jossa asetettu tangenttitaso leikkaa
ni-akselin.
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Efektiivisen kaistan karkea likiarvokaava

Suuruusluokkalaskelmissa voidaan kayttdaa Lindbergerin likiarvokaavaa

By, = 1.2my, + 6003 /c

Jos lahteesta tunnetaan vain keskinopeus my. ja huippunopeus hy, voidaan viela tehda pahim-
man tapauksen arvio:

e Lihteen oletetaan olevan “on/oft”-tyyppinen ldhde

— ldhde on vililla pailla huippunopeudella hy,

— valilld pois paalta siten, ettd keskinopeus on my,

Talloin on helppo osoittaa, etta

O']% = mk(hk — mk)




J. Virtamo 38.3141 Teleliikenneteoria / Pursketaso 23

Efektiivinen kaista on/off-lihteiden tapauksessa

Edella esitetty suurten poikkeamien teoriaan perustuva menetelmé antaa varsin tarkan keinon
ylivuototodennékoisyyden arvioimiseksi mielivaltaisella litkennesekoituksella.

Joissakin tapauksissa ylivuototodennakoisyys voidaan — — o —
laskea eksktisti. Tarkein néista on keskenadn saman- 1 1
laisten “on/off”-lihteiden tapaus. E—— _—
e 1 keskenaén tilastollisesti identtista lahdetta
— O — [ —

e lihteen nopeus “on”-tilassa h (huippunopeus)
e “on’-tilan todennakoisyys a

. —L =
e “off"-tilan todennakdisyys 1 — a i w

e lihteen keskinopeus m = ah

Huippunopeuden mukaan allokoitaessa, voidaan sallia ng lahdettd: ng = c¢/h

Kun lahteita on paljon eikéd « ole aivan lahella ykkosta, on hyvin epatodennakoista, etté kaikki
lahteet olisivat yhtaaikaisesti palla.

e Lihteet limittyvét tilastollisesti keskendan.

e Kun sallitaan pieni ylivuodon mahdollisuus, sallittua yhteyksien méaria voidaan merkittavasti
kasvattaa (ns. tilastollisen multipleksoinnin hy6ty eli limityshyoty G).
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Efektiivinen kaista on/off-lihteiden tapauksessa (jatkoa)

Todennakoisyys p;, ettéd ¢ lahdetta n:sta on samanaikaisesti aktiivitilassa
n . .
pi = (i)az(l — )

Ylivuototodennakoisyys on siten

1 n 1 n

Ploss(nan()aa) - Z Di - (7, — nO)h - Z pi - (7, — nO)
NI i=[ny)] A j=[ng]

Suurin hyviksyttava méaard yhteyksia ne(ng, o) madaraytyy ehdosta
Ploss(nea no, Oé) <e
Yhden yhteyden efektiivinen kaista Beg (m < Beg < h)
c_",

Byp=—="-h

nﬁ nﬁ
e Limityshyoty (multipleksointihy6ty) G = ne/ng = h/Beg

e Sallittu kuormitus p = ngm/c = n.ah/c = ane/ny = aG
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Efektiivinen kaista on/off-lihteiden tapauksessa (jatkoa)

Tilastollisen multipleksoinnin tehokkuutta voidaan mitata joko limityshyodyn G tai sallitun
kuorman p = aG avulla (kumpaankin siséltyy sama informaatio).

e Alla olevissa kuvissa nihddin G ja p riippuvuus a:sta arvolla € = 1077,

e Kiyriparametrina on ng = ¢/h (alhaalta lukien arvot 10, 15,30,100).

Mul tiplexing gain vs. a Load factor vs. «
100 1
—1 F
T
N | T |~
G \ N 0 L
™N
N
NN
NN N
1 T~~~ 01
.01 a 1 .01 a 1

e Pienilld arvoilla v (purskeinen litkenne) limityshy6ty voi olla suuri.
e Sallittu kuormitus kuitenkin riippuu lahinné vain kayraparametrista ¢/h.

e Kohtuullisen kayttoasteen saavuttaminen puskurittomassa systeemissé edellyttéaa, etta
yksittédisen lahteen huippunopeus on vain pieni osa linkin nopeudesta (1% tai alle).



