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Stokastinen gradienttialgoritmi (LM11.2) ~ L=

0 Edellisessa luvussa paastiin FIR-suotimen adaptointiin MSE-
gradienttialgoritmilla (MSEG) joka korjaa askelparametrin
maaradaman verran kerroinvektoria kohti optimiratkaisua.

0 Valitettavasti MSEG perustuu myags siihen, ettd kanavan
ominaisuudet eli autokorrelaatiomatriisi ja ristikorrelaatio-
vektori tunnetaan.

0 Nain ei yleensa ole, eli kaytannon tuntemattomissa ja
muuttuvissa kanavissa tarvitaan viela lisaa yksinkertaistuksia.
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...Stokastinen gradienttialgoritmi %

0 Lopullinen algoritmi saadaan ottamalla kaytt@bokastinen
(‘kohinainen’) gradienttestimaatti tarkan asemesta.

0 Stokastiseen gradienttiin perustuva adaptointi tunnetaan
yleensd_MS(Least-Mean Square)-algoritminaaikka nimi
onkin epatarkka (MSE-virhe minimoituu vain
approksimatiivisesti). Nain saadaan kuitenkin kayttokelpoinen
ja ehka maailman eniten kaytetty adaptiivinen suodinalgoritmi.
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Gradientti ennen odotusarvoa @

0 MSEG-gradientti johdettiin ottamalla nelibvirheestésin
odotusarvo jaittengradientti:

la]= da]-2rde" fan] +c" gt}
= E[af|-2Rdc d + doc  @18)

0 Tarkastellaan nyt ensin neliévirheen gradienttraan
odotusarvoa. Koska gradientti ja odotusarvo ovat lineaarisia
operaattoreita, niiden jarjestysta voidaan vaihtaa:

e =lal’-2Rdac'r}+c" it 1149
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...Gradientti ennen odotusarvoa e

0 Talle saadaan gradientiksi (ksarj. 11-5 edelld)
OJef =-2r(a-rc)=-2¢ | (1150
0 Tastavoitaisiin nyt ottaa odotusarvo ja saada tuttu tulos
0., E[ef]=20c-2a (1125

0 mutta (11.50) onkin itse asiassa toteutuksen kannalta parempi
sellaisenaan. Voidaan osoittaa, etta se dmdaattoman
(unbiased) estimaatin todelliselle gradientille. Estimaatti on
stokastinereli kohinainen
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Stokastinen gradienttialgoritmi (SG) @

0 SG-algoritmin mukainen kertoimien adaptiivinen paivitys on
muotoa

(1152

c=0x

_._B 2
Ck+1 - Ck 2 |:lcE[ek ]
O ja sijoittamalla tahan (11.50) saad&@-algoritmimuotoon
Con = C B =[1-@ F 1§ By, (1153
0 Tata voidaan nyt verraldSEG-algoritmiin

cla=C +B(a-®g)=(I-po)g +fa (1129
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...Stokastinen gradienttialgoritmi %

SG-algoritmista tehddan seuraavat havainnot:

0 1) SG-algoritmi siséltaa (valittavaa askelparamegria
lukuunottamattayain havaintoarvoja ja muita tunnettuja
suureitg eli on suoraan laskettavissbnan muuta estimointia

0 2) Kun MSEG-algoritmissa iteraatioindeksili aikaindeksista
k riippumaton, SG-algoritmisga= k. Gradientin estimointi
toteutetaan siiaikakeskiarvoistamalléulevaa dataa.
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SG-algoritmin laskentatoteutus @
rk_]
rk )Z-l_>---_> Zl P una
Y [cl; y

<— Accumulator«—(X)<—f3

a ) > €

0 SG-algoritmin laskenta yhtéa péaivitettdvaa kerrointa kohden on
esitettyKuvassa 11-7.
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...SG-algoritmin laskentatoteutus U e

0 Adaptaatiokaava (11.53) voidaan kirjoittaa komponentti-
muodossa

[cea], =[c], + Bl -L<jsL (1154

0 eli laskenta etenee modulaarisesti komponentti kerrallaan. Uusi
virhetermi lasketaan kierroksen paatteeksi seuraavaa paivitysta
varten.
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SG-algoritmin suppeneminen (LM11.2.1) ~ A=

0 Perusero MSEG- ja SG-algoritmissa on 8t&EG on
deterministineneli (kunhan auto- ja ristikorrelaatiodata
tunnetaan) suppeneminen etenee ennaltamaarattya polkua
pitkin. Sen sijaan SG-algoritmin suppenemisessa on aina
stokastista variaatiota, eli joillain iteraatiokerralla tulos voi
huonotakin. Suppeneminen keskimaaraista

0 SG-algoritmin suppenemista voidaan tarkastella ottamalla
odotusarvo (11.53):sta:

Con = E[[1=Brd (o +Bag ]=( -Bo} +B  (1157)

11/24/97 Teletekniikan laboratorio Sivu 10




...SG-algoritmin suppeneminen (LM11.2.1) @

0 Ottamalla odotusarvo viekéerroinprosessirsuhteen saadaan

E[c...]=(1-BP)E[c,]+Ba (1158

0 SG-algoritmin suppenemispolku on disskimaarirsama kuin
MSEG-algoritmilla. Tasta seuraa, etta mgoappenemisehdot
(askelparametrin valinta) ovat paapiirteissdan samat
molemmille algoritmeille.
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...SG-algoritmin suppeneminen @

0 Suppenemisen tarkemman analyysin helpottamiseksi
maaritelladan vanhaan tapaan virhevektori

qk = Ck - Copt (1159)

0 (Harj. 11-10.) Johda SG-algoritmin paivityskaava muotoon

Oy = Fi O+ Bd (1160
missa

Me=1-87 (116]
ja d, on virhesignaali optimisuotimelle

d =a -rc (1162

k™ opt
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...SG-algoritmin suppeneminen @

0 Koska virhesignaal, on nolla vain keskimaariigG-algoritmi
(11.60) ei koskaan suppene tarkasti kohti optimiratkaisan
jaa keikkumaan sen ymparille. Ratkaisu on vain ‘keskimaarin’
optimaalinen!

0 SG-algoritmin hyvyytta voidaankin arvioid@rroinvektorin
Euklidisen (nelidllisenyirhemitanavulla

o =at'a, (1163

joka kertoo kuinka lahella kertoimet ovat optimia.
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SG-algoritmin jaannosvirhe U e

0 Viime kadessa kiinnostaa kuitenkin mika on suodatetun ja
halutun signaalin ero (virhesignaa)). Taman nelibvirhe ja
kerroinvirhe (11.63) ovat yhteydessa seuraavasti kuten edella
(11.15) johdettiin:

E[ef] = &uin + i P, (1169

0 Keskiarvoistamalla tama myds kerroinvektorien suhteen
saadaan

E|e’] = & + Hal®q,] (1166

0 Jalkimmaista termia sanotag@nnosvirheekgexcess MSE)
ja se kertoo kuinka paljon kertoimien stokastisesta vaihtelusta
aiheutuu lisavirhetta.
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SG-algoritmin suppenemisehto %

0 Tarkastellaan jadnndsvirheen lauseketta siina erikois-
tapauksessa etta input-prosegsin korreloimatonta (valkoista
kohinaa), el

Pz, &, =E[l[] @167
0 Talléin keskimaarainen MSE saadaan muotoon
2
E[ef]= &+ @oa (1169

0 Voidaan johtaa (ks. kirjaAppendix 11-A) tulos:

Ellaeal’] = [0 ]+ 57N, 1269

missd y =1-2Bd,+ B*Nd;
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...SG-algoritmin suppenemisehto - e

0 Valkoisen kohinan tapauksessa on vain yksi adaptaatiomoodi
(ominaisarvot ovat samat). Kaavasta (11.69) nakyy, kuinka
jdannosvirhe riippuu askelparametrigta

0 Tuloksesta voidaan myds johtaa ehto algoritmin
suppenemiselle, eli

y|=1-2Bd,+B°Nd; <1 (1170

0 Nopeimpaan suppenemiseen johtaa pigmrarvo, josta
saadan optimp:ksi

1
ﬁopt - N

(1179
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...SG-algoritmin suppenemisehto - e

0 Suppenemisehtoa (11.71) havainnolliama 11-8:

1 V
1-IN--- ==

i — > B
0 ﬁopt 2:Bopt
11/24/97 Teletekniikan laboratorio Sivu 17
...SG-algoritmin suppenemisehto @

0 SG-algoritmin stabiilisuusehdoksi saadaan §4%):

2
o =B (1172

0

O0<fB<
'BN

0 Tata voidaan verrata MSEG-algoritmin stabiilisuusehtoon

0<,3<}\2 (1139

max
0 SG-algoritmin stabiilisuusehto on usein paljon tiukempi -
huomaa etta se on kaantaen verrannollinen suotimen pituuteen

N. Algoritmin stokastinen luonne vaatii siis ylimaaraista
pelivaraa.
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SG-algoritmin modifikaatioita (LM 11.2.2) =~ 4=

Askelparametrin normalisointi

0 Epéastationdarisessa ymparistéssa signaalin teho voi vaihdella
paljonkin, mika vaikuttaa suoraan algoritmin suppenemis-
nopeuteen jos askelparamdiripidetadn vakiona. Tama
voidaan helposti eliminoidaormalisoimalla seuraavasti

Bo= 5 (1177)

ol +b
misséa ja b ovat sopivia parametrejagg? on input-signaalin
tehon estimaatti aikaindeksilki Tehon estimointiin voidaan
kayttaadeksponentiaalisesti painotettua aikakeskiarvoa

2 _ - i 2
ol =(1-a)y a'lr_j| (1178
1=0
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...SG-algoritmin modifikaatioita - e

0 Kaavassa (11.78) tietysti @<1. Talloin tehoestimaatille
saadaan nappara rekursiokaava

o =ag?,+(1-a)r/ (1179

Kaksimoodialgoritmit (Gear-Shift Algorithms)

0 Johtotransmissio (esim. &anitaajuusmodeemit) kanava muuttuu
vain vahan yhteyden aikana, jolloin alkuestimoinnin jalkeen
askelparametria voidaan pienentaa.
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Adaptiivinen DFE U e

0 Edella saatiin lineaarisen FIR-korjaimen adaptointiin kehitettya
lopultakin kayttokelpoinen menetelmgtokastinen
gradientti(SG- eli LMS-)algoritmi

0 Seuraavaksi kehitelladn vastaalgoritmi paatostakaisin-
kytketylle eli DFE-korjaimellgjossa on lineaarisen korjaimen
lisdksi osuus joka vahentaa 1Sla edellisiin paatoksiin
perustuen. Osoittautuu, etta lineaarisen FIR-korjaimen SG-
algoritmia voidaan kayttaa pienin muutoksin lahes sellaisenaan
DFE-korjaimen adaptointiin.
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Adaptiivinen DFE (LM11.3) U e

0 DFE-korjaimen rakenne oli jo esilla aiemndovassa 11-2

o

D@ |<

b

—»@4—

.
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...Adaptiivinen DFE U e

0 DFE-korjaimessa on siis lineaarinen FIR-gseekursor) joka
suodattaa tulevia naytteita kuten pelkka LE.

0 Lisdksi rekursiivinen osgpstkursor) poistaa I1Sla
vahentamalla vanhoja symboliarvoja (estimaatteja) sopivilla
painokertoimilla. Postkursori vahentaa sisn 1S14 eika
kohinaa. Se vaikuttaa kuitenkin koko korjaimen
kohinavahvistukseen helpottamalla prekursorin toimintaa.

0 Kaytettdessa MSE-virheen minimointikriteeria postkursorin
lisdaminen vaikuttaa siis myos prekursorin optimaalisiin
kertoimiin. Adaptointi on siis tehtava yhteisesti.
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Adaptiivisen DFE:n FIR-rakenne @

0 Oletamme nyt, kuten edelld, ettd prekursori on antikausaalinen
N-kertoiminen FIR-suodin ja postkursori dftkertoiminen ja
kausaalinen (ei-kausaalisuus poistuu kaytannossa viivetta
lisaamalld). Laskenta voidaan esittaa differenssiyhtalolla

Qi = i Gh-i — i da_ (1180

i=—(N -1) i

0 eli se on painotettu keskiarvo uusista input-naytteista ja
vanhoista paatoksista. Vaikka jarjestelma sisaltaa
takaisinkytkentad, se voidaan esittaa formadfigtian 11-10
FIR-rakenteella.
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Adaptiivisen DFE:n FIR-rakenne @

T_> zljv

\J

a,
Kuva 11-10 DFE-korjaimen rakenne.
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Adaptiivisen DFE:n MSE-ratkaisu U e

0 Input-naytteet koostuvat paitsi halutusta symboleista myds
keskindisvaikutuksesta ja kohinasta, eli ne ovat muotoa

=Pty Pt =) Ra,t R (11800

nz0 n
jossa summausindeksit ja kertoimgteivat yleensa ole tarkkaan
tiedossa. Sijoittamalla kaavaan (11.80) saadaan

0 M 0
O = Z CIZ Qa(k—i)—n_zqa—i"' Z CI
i=—-(N-1 7 = i=-(N-1)
0
=yva._,t _i 1180g
; m—k i:—(ZN—?)rl( ( )

jossa paatbkset on oletettu oikeiksi.
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...Adaptiivisen DFE:n MSE-ratkaisu U e

0 Tama voidaan jakaa kolmeen termiin:

de = Voay +i +n/

0 Ensimmainen on haluttu symboli. Toinen on I1SI-termi joka on
muotoa

I =D Vi (1189

jossa

0 Kolmas termi edustaa kohinaa.
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...Adaptiivisen DFE:n MSE-ratkaisu U e

0 Tata havainnollistaKuva 11-11:

Ny

Y
% PQ > @ G

— D(2

a — P(2)C(2) -D(2)
g—» Ok

C(2 J
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...Adaptiivisen DFE:n MSE-ratkaisu U e

0 Kun oletetaan etta kohina ja lahetetyt symbolit (ja siten myos
ISI) ovat riippumattomia, niitd voidaan MSE:n minimoinnin
kannalta tarkastella erikseen. Kun liséksi symbolit keskenaan
ovat rippumattomia, on ilmeista etta kokonaisvirheen
odotusarvo voidaan minimoidelitsemalla postkursorin
kertoimet ¢ siten, ettd M ISI-termi& nollautudNain saadaan
MMSE-ratkaisu postkursorikertoimille muodossa

0
d. = ZQ P lsms M (1183
i=(-N-1)

0 Olettaen etta I1SI-termit tunnetaan, postkursorikertoimet
riippuvat suoraan prekursorista.
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...Adaptiivisen DFE:n MSE-ratkaisu U e

0 Toteutuksessa voitaisiin optimoida suoraan
prekursorikertoimet sopivalla algoritmilla ja laskea
postkursorikertoimet kaavasta (11.83).

0 Kaytdnnossa on kuitenkin helpompaa kayKaa&an 11-11
rakennetta ja signaaleja suoraan adaptointiin, kuten seuraavaksi
johdetaan.
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SG-algoritmi DFE:lle U e

0 Formaalisti SG-algoritmi voidaan johtaa DFE:n tapaukselle
suoraviivaisesti. Maaritelladeerroinvektori

V:[C—(N—l) G _dl —dM]T (118@

0 joka siséaltaa siis prekursorin ja postkursorin kertoimet

perakkdinN+M elementtid. Vastaava pidennedigtavektori
on muotoa

.
Wk:[rk+(N—l) o T @y o ak—M] (1187)
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...SG-algoritmi DFE:lle U e

0 Virhesignaali voidaan nyt esittdd muodossa

€& =3 ~V'W, (1188

joka on formaalisti samanlainen kuin LE-korjaimen virheen
lauseke. Analogiaan vedoten voidaan katsoa mallia SG-
algoritmille kaavasta (11.53):

C..i =C + T, (1153

0 Ottamalla kerroinvektorillekin paivitysindeksisaadaan DFE-
korjaimen SG-algoritmi muotoon

Via SV, +Ffew| (1189

11/24/97 Teletekniikan laboratorio Sivu 32




DFE-SG-algoritmin ominaisuuksia U e

0 Aiemmin analysoitiindeaalisenDFE-korjaimen ominai-
suuksia stationaarisessa tilanteessa. Olennaidtaloiia-
vahvistuksen pieneneminkaska 1SIn poisto helpottuu.

0 Lahteess®ingham: The Theory and Practice of Modem
Design(Wiley 1988, s. 289) todetaan, etta SG-Ditippenee
nopeammirkuin SG-LE, koska kanavaa ei tarvitse ‘kaantaa’
kokonaan. Nain SG-DFE on vAhemman herkka input-signaalin
autokorrelaatiomatriisin ominaisarvohajeelle.

0 Koska pre- ja postkursorien kerrointen laskenta perustuu
samaan virhesignaaliin, kompleksisuusygpenemineavat
suunnilleen samanlaista kuiN{tM)-tappisella SG-LE-FIR-
korjaimella.Toteutuson siis yksinkertainen mutta tehokas.
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