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STOKASTISET PROSESSIT
Peruskasitteita

Usein tarkasteltava jarjestelma kehittyy ajan mukana ja meita kiinnostaa sen dynaaminen,
yleensi satunnaisuutta sisaltava kayttaytyminen.

e jonon pituus e kurssin S5-38.143 lapaisseiden opiskelijoiden méaré eri vuosina

e ulkolampdtila e verkossa olevien datapakettien méaara eri hetkina
Stokastinen prosessi X; (tai X (t)) on perhe satunnaismuuttujia, joita parametri t (yleensi
aika) indeksoi.

Muodollisesti stokastinen prosessi on kuvaus otosavaruudesta S parametrin ¢ funktiolle.
Jokaiseen S:n alkioon e liittyy funktio X;(e).

| | y ta vedeti ¥ h
e Annetulla arvolla e X;(e) on ajan funktio ( T Tasa ereieal aipatippn € JS o
on piirretty ajan funktion kuvaaja”)

e Annetulla arvolla ¢t X;(e) on satunnaismuuttuja

e Annetuilla arvoilla e ja t X;(e) on luku

Annetulla arvolla e saatua (arvottua) t:n funktiota X;(e) kutsutaan satunnaisprosessin
realisaatioksi (trajektori, otospolku).
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Tila-avaruus: X;:n arvojen joukko

Parametriavaruus: ¢:n arvojen joukko

Satunnaisprosesseja voidaan luokitella sen mukaan, ovatko namé avaruudet jatkuvia vai diskreet-
teja:

Tila-avaruus

Parametriav. | Diskreetti | Jatkuva

Diskreetti * sk
Jatkuva % % % %k Kok

Parametriavaruuden tyypin mukaan puhutaan diskreettiaikaisista ja jatkuva-aikaisista satun-

naisprosesseista.

Diskreettiaikaisista satunnaisprosesseista kaytetdan myos nimitysta satunnaisjono.
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Stokastisten prosessien osalta ollaan kiinnostuneita seuraavan kaltaisista suureista:

e Stationaarinen jakauma: maéarittelee todennakoisyydet, joilla X; saa arvoja tila-avaruuden

eri osajoukoissa, kun ¢t — oo (olettaen, ettd ko. todennékoisyydet lahenevét tiettyd rajaa)

e Eri ajanhetkiin s ja t liittyvien satunnaismuuttujien Xy ja X; vélinen relaatio (esim.
kovarianssi tai korrelaatio

e Osumatodennakoisyys: todennékoisyys, etta tietty tila-avaruuden piste tai osajoukko mil-

loinkaan saavutetaan

e Ensiohituksen aika (first passage time): ajanhetki jona satunnaisprosessi ensimmaéisen

kerran saavuttaa annetun tilan tai tilajoukon lahtien jostakin annetusta alkutilasta
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Stokastisen prosessin X; n:nnen kertaluvun statistiikka maaraa yhteisjakauman

Fth,m,th(xl, cony ) =P{Xy, <2y, Xy, <2}

kaikille mahdollisilla parametrijoukoilla {t1,...,%,}.

Stokastisen prosessin X; taydellinen karakterisointi edellyttaa kaikkien kertalukujen
statistiikkojen tuntemista.

1. kertaluvun statistiikkaa:
Stationaarinen jakauma
F(z) = tli)rglo P{X; <z}
Odotusarvo (hetkelld ¢)
X; = E[X{]

2. kertaluvun statistiikkaa:

Kovarianssi (autokovarianssi)

Rt,s — EKXt - Xt)<Xs - XS)]
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Stationaarinen prosessi

Kaikkien kertalukujen statistiikat ovat invariantteja ajan siirron suhteen
FXt1+T,...,th+7-<x17 R xn) — Fth’m’th (331, ceey xn) \V/n, \V/tl, ceey tn

Laajassa mielessa stationaarinen prosessi

X, = vakio, Riyrsir = Ris V7 1. ja 2. kertaluvun statistiikat siirtoinvariantteja

Stationaaristen lisdysten prosessi

X, — Xy on stationaarinen prosessi VT

Riippumattomien lisdysten prosessi

Xy — Xty oo, Xy, — Xy, ovat riippumattomia Vi <ty <--- <1,

Ergodinen prosessi

Prosessin koko statistiikka voidaan méérata yhdestéd (dédrettomén pitkéstd) realisaatiosta.
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Markov-prosessi

Markov-prosessiksi kutsutaan stokastista prosessia, jolla on ns. Markovin ominaisuus:

P{th S xn‘th_l = Tp—1,.- .th = Z‘l} = P{th S Z‘n‘th_l = xn—l} \V/n, \V/tl < e & tn

e Markov-prosessin tuleva kehitys ehdollistettuna prosessin nykyiseen (X; ) ja sitd edelté-
neisiin tiloihin riippuu vain prosessin nykyisesta tilasta (ei siitd, miten tdhdn on tultu).

e Nykyinen tila sisiltdd kaiken tiedon (yhteenvedon menneisyydestd), mita tarvitaan
prosessin tulevan (stokastisen) kdyttaytymisen médradmiseen.

e Annettuna prosessin tila jollakin hetkelld sen tulevaisuus ja menneisyys ovat toisistaan

riippumattomia.

Esim. Riippumattomien lisdysten prosessi on aina Markov-prosessi.

th - th—l =+ (th o th—l)

lisdys on riippumaton kaikista

aikaisemmista lisdyksista, jotka
ovat johtaneet tilaan X; |
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Markov-ketju

Termi Markov-ketju liitetaan kirjallisuudessa vaihtelevasti joko siihen, ettd Markov-prosessi

on diskreettiaikainen tai ettd se on on diskreettitilainen.
Jatkossa termin kaytto rajoittuu etupaassa tapaukseen, jossa prosessi on seka diskreetti-
aikainen etta diskreettitilainen.
e Yleisyyden karsimatta voimme merkita diskreettejd ajanhetkid kokonaisluvuilla.
— Markovin ketju on siis prosessi X,,, n =0,1,....
e Samoin merkitsemme systeemin tiloja kokonaisluvuilla X, =0, 1, ... (tilajoukko voi olla

joko #éreton tai dérellinen).

Seuraavassa oletamme lisaksi, ettd prosessi on aikahomogeeninen.

Téllaisen prosessin kdyttdytymisen madrdavit (yhden askeleen) siirtymétodenndkdoisyydet

(siirtymaé tilasta ¢ tilaan j):

aikahomogeenisuus: siirtymétodennakoisyys

pij = P{Xy = j| X1 = i} el riipu n:sta
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Polun todennikoisyys

Polun g, 71, . . ., 4, todennakoisyys on
P{Xo =io,..., Xn = in} = P{Xo =90} Digiy Dirsi " * " Pin_1.in
P{Xy =19, X1 =41} = P{X1=1i1|Xo =10} P{Xo =1}
P{Xy = ig, X1 = i1, X = is} = P{Xy :p;;’\”Xl — i1, Xo = ig} P{X1 = i1, Xo = g}
Pi iy Pig.in P{ X0 = do }

— P{XO — iO}pio,’il p'l.lﬂ.Z

Vastaavalla tavalla todistusta voidaan jatkaa pidempiin sekvensseihin.

P{X, =i} N % gl 5 i3
o

Pig.iy Piy io JUPRE
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Markovin ketjun siirtymamatriisi

Siirtymétodennékoisyyksistd voidaan muodostaa siirtymématriisi P = (p; ;)

lopputila —
Po,o Po1  Po2 .
P = Pio P11 P12 --- l alkutila

e Vaakariveilld on siirtyméatodennékoisyydet tilasta ¢ muihin tiloihin.
— koska aina siirrytadan johonkin tilaan, naiden todennakoisyyksien summa on 1

e Matriisia, jonka elementit ovat ei-negatiivisia lukuja ja jonka rivisummat ovat ykkosia,
sanotaan stokastiseksi matriisiksi.

e Voidaan helposti osoittaa, ettd kahden stokastisen matriisin tulo on stokastinen matriisi.
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Usean askeleen siirtyméamatriisi

Todennakéisyys, etté systeemi lahdettyadn tilasta ¢ on .

kahden siirtymaaskeleen jalkeen tilassa 7, on /: . §‘
ijpi,kpk:,j e . ]

(otetaan huomioon kaikki polut vilitilan k kautta). .

Taméi on selviisti matriisin P? elementti {4, j}.

Vastaavasti ndhdaan, ettd n:n askeleen siirtyméamatriisi on P".

Merkitdan tamén elementteja pg}):llé (yldindeksi viittaa sithen, ettd kyseessd on n:n askeleen

siirtymamatriisi). Koska pitee P = P™ - P"™ (0 < m < n), voidaan kirjoittaa kompo-
nenttimuodossa

pgf}) =Y pg?,z)p,(gj_m) Chapmanin ja Kolmogorovin yhtélo
k

Kysymyksessa on kokonaistodennéakoisyyden kaava, jossa siirtyminen n:l1a askeleella tilasta ¢
tilaan 7 on ehdollistettu sithen, ettd m:n askeleen jalkeen ollaan tilassa k.
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Tilatodennikdéisyydet

Merkitaan

7T2.(”) =P{X, =i} todennakoisyys, etta prosessi on tilassa ¢ hetkella n

Muodostetaan hetkeen n liittyvista tilatodennakoisyyksista tilatodennékoisyysvektori

w0 — (! el

Kokonaistodennakoisyyden kaavan perusteella patee
P{X; =i} = %P{Xl =1| Xo=k}P{Xy, =k}

eli 7151) =Y W;E;O)p/{;,i ja vektorimuodossa al) = 7z OP

Koska prosessi on markovinen ja v(!) edustaa alkutodennikoisyyksid seuraavassa askeleessa,

2)

7% =x7zWP  ja yleisesti 7 = gn-Up

josta seuraa rekursiivisesti

a = 7 O)pn (Huom. P™ on n:n askeleen siirtymamatriisi. )
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Esimerkki
2
L—p pl—p) p
2
P=|1-p pl—-p) p p=1/3
y l—p p
6 2 1 0.6666 0.2222
P =116 21 = | 0.6666 0.2222
0 6 3 0  0.6666
48 22 11 0.5926 0.2716
P? = 5|48 22 11 = | 0.5926 0.2716
36 30 15 0.4444  0.3704
420 206 103 0.5761 0.2826
PP = 11420 206 103 | = |0.5761 0.2826
396 222 111 0.5432  0.3045
0.5714  0.2857
PS = 0.5714  0.2857
0.5714  0.2857

0.1111
0.1111
0.3333

0.1358
0.1358
0.1852

0.1413)

0.1413
0.1523

0.1429

0.1429)
0.1429

Kun lahdetaan alkutilasta ¢, niin lopputilan todennakéisyysjakauma nakyy rivilta <.

Kahdeksan askeleen jalkeen lopputilajakauma on neljalla numerolla riippumaton alkutilasta:

“prosessi unohtaa alkutilan”.
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Markov-prosessin tilojen luokittelu

Tila 7 johtaa tilaan j (merkltaan i — J), jos on

olemassa polku 79 = 17,14, ... = j siten, etta v N
kaikki t1lasnrtymatodennakmsyydet ovat positii- (o
visia, pi i >0, k=0,...,n—1
Talloin (P™); ; > 0.
J L O — Q
Tilat ¢ ja j kommunikoivat (merkitdan i < j), O— O _— \ 0

jos1 — jjag — 1.

Kommunikoivuus on ekvivalenssirelaatio: tilat voidaan jakaa luokkiin siten, etta

e kunkin luokan sisilla kaikki tilat kommunikoivat keskenadan
e mitkadn kaksi eri luokista otettua tilaa eivat kommunikoi keskendan

Relaation «» médrdamia ekvivalenssiluokkia kutsutaan pelkistyméattomiksi (irreducible)
luokiksi

Markov-ketju on pelkistyméton, jos sen tila-avaruus muodostaa yhden

pelkistyméttoméan luokan (kaikki tilat kommunikoivat keskenéén).
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Tilojen luokittelu (jatkoa)

Tilajoukko on suljettu, jos mikadn sen tiloista ei johda mihinkaan joukon ulkopuolisista
tiloista.

Tilaa, joka yksindan muodostaa suljetun joukon, kutsutaan absorboivaksi tilaksi

- absorboivalla tilalla pétee p;; = 1

- tilaan voidaan tulla muista tiloista, mutta siita ei siirryta pois

Jokainen tila on joko transientti tai palautuva tila.

e Tila ¢ on transientti, mikali todennékoisyys palata tilaan ¢ on < 1.
Ts. on adrellinen todennakoisyys, ettei tilaan milloinkaan palata.

e Tila 7 on palautuva (recurrent), mikéli todenndkdisyys palata tilaan i on = 1.
Ts. varmuudella tilaan palataan joskus.

Palautuvat tilat erotellaan vield paluuajan Tml odotusarvon mukaan:

positiivisesti palautuva (positive recurrent) nollapalautuva (null recurrent)

paluuajan odotusarvo < oo paluuajan odotusarvo = oo

'Tilan ¢ paluuaika 7;; on askelten lukumaééara, joka kuluu tilasta ¢ 1ahdon jalkeen paluuseen tilaan <.
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Tilojen luokittelu (jatkoa)

Tyyppi Kayntien lkm. | E[T; ;]
Transientti < 00 00
Nollapalautuva 00 00

Posit. palautuva 00 < 00

Jos tilan ¢ paluuaika voi olla vain jonkin (kokonais)luvun d > 1 monikerta, tilaa ¢ sanotaan
jaksolliseksi. Muutoin tila on jaksoton.

Jaksoton positiivisesti palautuva tila on ergodinen
Markov-ketju on ergodinen, jos sen kaikki tilat ovat ergodisia.

@O
N, e
\ @/

palautuva

— A
C@ © @'\/ @ \ jaksollinen
absorboiva transientti / @/_\A@\\

Q)
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Tilojen luokittelu (jatkoa)

Lause: Pelkistymattomalla Markov-ketjulla joko

- kaikki tilat ovat transientteja
- kaikki tilat ovat nollapalautuvia

- kaikki tilat ovat positiivisesti palautuvia

Huomuoita tilan elinajasta ja paluuajasta

"
Askelten lukuméara, jonka jarjestelmé perdkkain - > @ — a1y
viipyy tilassa ¢ on geometrisesti jakautunut O N

~ GGOHI(l — pm)
koska tilasta poistuminen tapahtuu tn:lla 1 — p; ;.

Jokaisen tilassa ¢ kdynnin jdlkeen paluuaika T;; takaisin tilaan ¢ on riippumaton muiden
kayntien jilkeisistd paluuajoista (seuraa Markovisuudesta).

Merkitain 7, = E[T,.] T = { oo jos tila on transientti tai nollasti palautuva

< 00 jos tila on positiivisesti palautuva
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Kolmogorovin teoreema

Pelkistymattomallé ja jaksottomalla Markov-ketjulla on aina olemassa rajatodennékoisyydet
m = Jimm" =17,
ja namé ovat alkutilasta riippumattomat.
Liséksi pétee joko
i) ketjun kaikki tilat ovat transientteja tai kaikki tilat ovat nollapalautuvia, jolloin 7; =
0, V7,
tal

ii) ketjun kaikki tilat ovat positiivisesti palautuvia, jolloin tasapainotilan todennéikéisyydet
saadaan yhtaloiden

r=n-P mi=3mipi; Ja Xmi=1
] 7 J
. eli (e on vaakavektori, jonka kaikki komponentit ovat ykkosid, ja
mee =1 el vastaava pystyvektori)

yksikasitteising ratkaisuina.
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Huomioita tasapainojakaumasta

Jos rajatodennékdisyydet (vektorin komponentit) 7t ovat olemassa, ne valttamétta toteuttavat
yhtélon m = 7P, silla

n+1)

T = 7}1_{1(’)10 ) — 7}1_{1(’)10 7l = 7}1_{1(’)10 . P =xP

Yhtilo w = P voidaan lausua myos muodossa: 7t on matriisin P ominaisarvoon 1 liit-
tyvd (vasemmanpuoleinen) ominaisvektori (tai matriisin (P — I) ominaisarvoon 0 liittyva
ominaisvektori).

7; kertoo, minké osan ajasta (askeleista) systeemi viettdd tilassa j.

Rajajakaumaa 7; kutsutaan stationaariseksi jakaumaksi tai tasapainotilan todennakoisyydeksi

Huom. Tasapainotila ei tarkoita sita, etteiko systeemissa tapahtuisi mitdan, vaan ettd sys-
teemin alkutilaan liittyva tieto on “unohtunut” tai “huuhtoutunut pois” jarjestelman stokas-
tisen kehityksen tuloksena.
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Globaali tasapainoehto

Ehtoa m = wP eli m; = Y7, p; j, Vj, kutsutaan usein (globaaliksi) tasapainoehdoksi.

1
Koska >~ p;; = 1 (aina siirrytédn johonkin tilaan), voidaan kirjoittaa
1

> T Dy = > TiDij Yksi yhtalo kutakin tilaa 7 kohti.

1 1
tn. ettd ollaan tilassa j ja  tn. ettd ollaan jossain Todennakoisyysvirtojen tasapaino:
siirrytdan siitd johonkin - muussa tilassa ja siir- tilasta j ldhdetdén yhtéd usein kuin
muuhun tilaan rytaan siita tilaan j sinne tullaan.

e Jos tasapainochtojen tiedetdan olevan voimassa tila-avaruuden kaikissa muissa tilois-
sa paitsi yhdessd tilassa, ovat ne automaattisesti voimassa myos kyseisessé tilassa (to-
dennékdisyysvirtojen “séilymislain” perusteella)

e — tasapainoyhtéalot ovat lineaarisesti riippuvia
(= homogeeniyhtalolla # = P on nollasta poikkeava ratkaisu)
— homogeeniyhtélon ratkaisu on vakiotekijaa vaille maaratty

— vakiotekijan kiinnittamiseksi tarvitaan normiehto >, m; = 1
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Esimerkki. Palataan aikaisempaan esimerkkiin (yleisella arvolla p).

l—p p(l—p) p°
(mg m m)=(m m m)|l-p p(l—p) p
0 l—p p
Kirjoitetaan kaksi ensimmaistd yhtaloa (vp. ja op. vektorien kahta ensimméistd komponenttia
koskevat yhtédsuuruusehdot)

2

m = (1 —p)m+ (1 —p)m = 1= 1Lmn
m = p(1 —p)mo +p(l —p)m + (1 — p)m

= (1=p)Pm+pl—p)m+ (1 —p)m

2
= (I =p)m + (1 —p)m = lelp%pﬁz = Wo—(%> o
eli
_ ((1=p)* 1-p
= ( ( D ) P 1)7T2 '
Soveltamalla normiehtoa my 4+ m 4+ m9 = 1, saadaan
m= ((L2E ) Arvollap=4: w = (05714 0.2857 0.1429)
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Tasapainoyhtilén ratkaisemisesta

Kuten edella on tullut ilmi tasapainoyhtéldiden ratkaiseminen tapahtuu yleisesti seuraavasti
(oletetaan adrellinen tila-avaruus, jossa on n tilaa):

e Kirjoitetaan tasapainoyhtalo kaikille muille tiloille paitsi yhdelle (n — 1 yhtalod)

— namaé yhtalot maaraavat tasapainotodennékoisyyksien suhteet

— ratkaisu tulee madratyksi vakiotekijaa vaille

e Viimeisen tasapainoyhtéalon (joka toteutuu automaattisesti) asemesta kirjoitetaan normiehto
2T = 1.

Tietokoneella ratkaistaessa on usein mukavampi kayttaa seuraavaa menettelyé

(yleensd siirtyméatodennékoisyysmatriisi P on konstruoitu kokonaisuudessaan):

Kirjoitetaan normiehdosta 7 - e* = 1 kopioita n kpl:

11 ... 1
w-E =e missd E on n x n-matriisi, jonka kaikki alkiot ovat ykkosia, E = ( Lo )
1 1 ... 1

Lasketaan tdméa yhtalo yhteen tasapainoyhtélon 7w - P = ww kanssa = 7w - (P+ E—1) =e

Epahomogeeniyhtalolld on yksikasitteinen ratkaisu.
mr=e- (P+E-I)"! Ratkaisu toteuttaa automaattisesti seké tasapainoyhtalon
ettd normiehdon.




