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Estojirjestelmi (loss system, menetysjirjestelmi)

Tarkastellaan perinteistd puhdasta estojarjestelméd, jossa on annettu

n = johtojen (varattavien elementtien) lukuméaéra
a = tarjotun liikenteen intensiteetti

Jarjestelmaésséa ei ole lainkaan odotuspaikkoja. Puhelut, jotka saapuvat kaikkien johtojen ol-
lessa varttuina, estyvit ja estyneet puhelut oletetaan menetetyiksi (blocked calls lost).

Kysytéddn, mikéd on todennikoisyys sille, ettéd tarjottu puhelu estyy?
e Aikaesto tarkoittaa sitd osuutta ajasta, jonka jarjestelmé viettdd estotilassa, jossa kaikki
n elementtia ovat varattuina.
e Kutsuesto tarkoittaa taas sitd osuutta saapuvista kutsuista, jotka estyvit.

e Liikenne-esto puolestaan tarkoittaa estyneen liikenteen liikenneintensiteetin osuutta tar-

jotusta litkenneintensiteetista.

Kaikki yllamainitut estosuureet ovat yhtasuuret, jos
e tuloprosessi on poissoninen
e kutsujen palveluajat ovat riippumattomia ja identtisesti jakautuneita

e kutsun estyminen ei riipu pyydetyn palveluajan pituudesta
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Esto M /M /n/n-jarjestelmissa: Erlangin kaava

Oletetaan, ettd asiakkaat saapuvat poissonisesti intensiteetilla A ja ettd palveluaika noudattaa
Exp(p)-jakaumaa

A = asiakkaiden saapumisintensiteetti

i = asiakkaan palvelunopeus (asiakkaan palveluajan kesto on keskiméarin 1/pu)
Merkitaan

N = varattuina olevien elementtien lukuméari (asiakkaiden lukumééra jérjestelméssi)

m; = P{N = j} tilan j tasapainotodennikdoisyys

Tilamuuttuja N; muodostaa syntyma-kuolema-tyyppisen Markov-prosessin

- systeemin tila vol muuttua vain askelittain
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Erlangin kaava (jatkoa)
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Erlangin kaava (jatkoa)

Tilan n todennakoisyys m, kertoo jarjestelmén aikaeston.
Saadaan kuuluisa Erlangin estokaava (ns. Erlangin B-kaava):

a_' Kanoninen liikenneteorian kaava: yhdistéda jarjestelméan
E(n,a) = . a?' o koon n tarjotun liikenteen a seké koetun palvelun laadun
l+=+5+. +— (esto).
2! n!

Esimerkki.

Modeemipoolissa on 4 modeemia ja tarjottu liikenne on 2 erl.
Miké on todennékoisyys, ettd yhteysyritys epdonnistuu?
Miké on esto, jos modeemien madra nostetaan 6:een?

Vastaus: alkuperéinen esto on 9.5 % ja lisimodemien hankinnan jalkeen se on 1.2 %.

Insensitiivisyys

Erlangin kaava on voimassa yleisesti riipumatta palveluajan jakautuman muodosta.

Esto riippuu ainoastaan palveluajan keskimédraisestd pituudesta 1/p liikenneintensiteetin
a = A/ p kautta.
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Erlangin estofunktio kiyristoini
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e Vaaka-akselilla liikenneintensiteetti a
e Kéayraparametrina systeemin koko n

e Pystyakselilla estotodennékaisyys F(n, a)
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Vaadittu kapasiteetti kuorman funktiona

Seuraavassa taulukossa on annettu tarvittavien johtojen lukuméaéaré n tarjotun litkenneintensi-
teetin a funktiona, kun sallittu esto on 1 %. Viimeisessa sarakkeessa on tarvittava suhteellinen
ylimitoitus n/a eli johtojen méérin suhde kuormaan.

a(erl)| n |n/a
3 8| 2.7

10 18] 1.8

30 421 14
100 | 117)1.17
300 | 324 1.08
1000 | 1029 | 1.03

e Suurilla litkenneintensiteeteilld @ miehityksen Poisson-vaihtelut ovat suhteellisen pienié ja
vaadittu ylimadrakapasiteetti on pieni

— Poisson-jakaumassa hajonnan suhde keskiarvoon on /a/a = 1/4/a.

e Mitoituksen kannalta talloin (a suuri) onkin tédrkeAmpéd, ettd mitoituksen pohjana oleva
a on maaritty oikein ja sen arvioon sisaltyvét epavarmuudet on huomioitu.
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Rekursiokaava

Erlangin estofunktio on yksinkertainen lauseke, jonka laskeminen ei tuota vaikeuksia.

38.143 Jonoteoria / Estojérjestelmé

Joissakin mitoitusohjelmissa kuitenkin Erlangin funktio esiintyy (mahdollisesti moninkertai-

sen) iteraation sisimméassé silmukassa. Télloin on tarpeen kiinnittda huomitota estofunktion

nopeaan laskentaan. Usein on edullista kiyttad seuraavaa rekursiota:

En,a) = 5 -

E(n,a) a

E(TL T 17 CL) (C;L—_S!

E(n,a) = “E(n—1,a)(1 -
E0,a) =1
E(n.a) aF(n—1,a)

n+ak(n—1,a)

E(n,a)) =

E(n,a)
E(n,a)(n+aF(n—1,a))

=1
= 1+ F(n—1,a)
a

aF(n—1,a)

Jalkimmaéinen muoto on saatu kirjoittamalla rekursio kddnteisarvolle F'(n,a) = 1/E(n,a).

Tata kiytettiessi siis lasketaan ensin F'(n, a), josta saadaan E(n,a) =1/F(n,a).
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Tasapainojakauman insensitiivisyys

Edelld johdettiin tulos, jonka mukaan estojérjestelméan tasapainotodendkoéisyys noudattaa

katkaistua Poisson-jakaumaa:

a’

o J!
7TJ . a CL2 al
+ﬂ+§+...+ﬁ

i=0,1,...,n

a = X
A

X = keskimédriinen pitoaika (1/p)

Poisson saapumisintensiteetti

Tekniikka, jolla kaava johdettiin, nojautui oletukseen siité, ettd saapumisprosessi on poisso-
ninen ja ettd pitoaika noudattaa eksponenttijakaumaa.

On merkittavia, ettd itse tulos on voimassa yleisemminkin. Pétee ns. insensitiivisyystulos

Tasapainojakaumalle (ja erityisesti estotodennikoisyydelle m,) johdettu kaava on
voimassa mielivaltaiselle pitoajan jakaumalle ja riippuu ko. jakaumasta ainoastaan
pitoajan keskiarvon X kautta. (Poisson-oletus on sen sijaan vilttimiton.)

e Insensitiivisyysominaisuuden todistus yleisesti on epétriviaali tehtéava.

e Scuraavassa esitetddn tarkastelut, joiden perusteella insensitiivisyysominaisuuden

voimassaolo nahdéan tapauksissan =1 jan = oo.
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Insensitiivisyys tapauksessa n = 1 (M /M /1/1-jarjestelmi)

Tapauksessa n = 1 katkaistu Poisson-jakauma supistuu muotoon

1
TN =
" iad

1

a
l+a

)

missa @ = AX

Insensitiivisyysvaite: Tilatodennékoisyydet ovat voimassa pitoajan jakaumasta riippumatta.

Todistus: Jérjestelmén tila vaihtelee “palvelin

varattu” ja “palvelin vapaa” -tilojen valilla.

Tarkastellaan taytta syklid, joka sisaltda yhden

varattujakson ja yhden vapaajakson.

X 1/0
o

~ Vv

jakso

Kaikki syklit ovat tilastollisesti identtisid. Varattu-/vapaatilan todennikoisyys on sama kuin
varattu- /vapaajakson keskiméardinen osuus tyypillisen jakson kestosta.

X
1/

X+1/A
1/A

1

W0:X+1/)\:1+a’

1

= varattujakson keston odotusarvo
= vapaajakson keston odotusarvo

koko jakson keston odotsuarvo

B X o a
X +1/A 14a

(saapumisviliajat Exp(\)-jakautuneita; muistittomuus!)

Tietoa X :n jakaumasta ei tarvittu
missddn vaiheessal
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Insensitiivisyys tapauksessa n =

Jarjestelmé on nyt estoton. Tarkastellaan
hetkelld 0 kaynnissé olevien yhteyksien lu-
kumaéaarda. Tama on sama kuin niiden yh-
teyksien alkamistapahtumien lukuméara,
jotka ovat vield kdynnissa hetkelld 0.

oo (M /M /oo /oo-jarjestelmi)

Poisson-prosessi, [

»
»

t

®
®

e Yhteyden kesto X arvotaan riippumattomasti kullekin saapumiselle

hantdjakauma G(t) = P{X > t}.

e Poimitaan ne yhteydet, jotka ulottuvat hetken 0 yli. Hetkella £ < 0 saapuvalle yhteydelle
valituksi tulemisen todennikéoisyys on G(—t).

e Valittujen yhteyksien saapumisprosessi on epihomogeeninen Poisson-prosessi intensitee-

Gilli A(t) = A - G(—t).

e Hetkelld 0 péaillaolevien kutsujen lukumédrd on sama kuin Saapumlsten lukumadra ko.
prosessista valilld (—oo, 0). Lukumééra on ~ Poisson(a), missd a = / A(t)dt.

@ = /_OOO)\G( = A [7G (/ )= [ G tat)
= X[ tf(t) X o

Lukumééarédn jakauma Poisson(AX) | riippuu pitoajasta vain keskiarvon X kautta.
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Miehitystilojen kovarianssi eri ajanhetkilla M /M /oo /oco-jarjestelméssi
Tutkitaan jarjestelmén miehityksen /N kovarianssia kahden eri ajanhetken ¢ ja to valilla.

e Jirjestelmédn saapuu yhteyksid (asiakkaita) poissonisesti intensiteetilld \.

e Yhteyden pitoajan X héntdjakauma on G(x) = P{X > x} (yleinen jakauma).

A\

Merkitaan

N7 = yhteyksien lukuméara hetkella ¢4
Ny = vyhteyksien lukumééra hetkella ¢o

Halutaan siis laskea Cov|[Ny, Vo).

e Jos t1 ja ty ovat ldhelld toisiaan, voidaan olettaa, ettd Ny ~ Ny ja

Cov[Ny, No] = V[N] = AX = a.

e Jos taas t; ja ty ovat kaukana toisistaan, V7 ja Ny ovat likimain riippumattomia ja
Cov[Ny, No] = 0.
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Miehitystilojen kovarianssi (jatkoa)

Jaetaan scka Nj ettd Ny alla esitettavalla tavalla riippumattomiin komponentteihin

Ny = K+ Ky
Ny = Ko+ Ko
jolloin kovarianssi tulee kokonaan yhteisen komponentin K o kautta,
COV[Nl, NQ] = COV[Kl + KLQ, K2 —+ KLQ]

COV[Kl, KQ] + COV[Kl, KLQ] -+ COV[KLQ, KQ] -+ COV[KLQ, KLQ]
COV[KLQ, Kl,g] = V[Kl,g]

Komponentti K;: niiden yhteyksien lukumééré, jotka ovat
paalla hetkelld t; mutteivit endd hetkella t9

- saapuminen hetkelld ¢ < ¢4

- ehto kestolle X: t; —t < X <ty —t

- satunnaispoiminta tulovirrasta A valillda —oco < t < #
todennékaisyydella G(t; —t) — G(ta — t)
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Miehitystilojen kovarianssi (jatkoa)

Komponentti Ko: niiden yhteyksien lukuméara, jotka ovat
paalla hetkella to mutta jotka eivét olleet viela péalld hetkella
]

- saapuminen hetkelld t; <t < ty

- ehto kestolle X: X >ty — ¢

- satunnaispoiminta tulovirrasta A vélilla t; <t < ¢
todennédkaisyydella G(ty — t)

Komponentti K o: niiden yhteyksien lukumaara, jotka ovat
paalla sekd hetkelld ¢ etté to

- saapuminen hetkella ¢ < ¢4
- ehto kestolle X: X >ty — ¢

- satunnaispoiminta tulovirrasta A valilla ¢ < ¢4
todennédkaisyydella G(ty — t)

13




J. Virtamo 38.143 Jonoteoria / Estojérjestelmé

Miehitystilojen kovarianssi (jatkoa)

14

0
Suurcet K, Ky ja K » edustavat saapumisten ko- OG(ty-t)/| OG(tyt)
konaismééria epidhomogeeinisistd Poisson-proses-

seista, jotka on saatu satunnaispoiminnalla tai —/H t, g
-hajoituksella asianomaisissa aikavaleissa. nliden kutsujen saapumis-  nilden kutsujen saapumis-

intensiteetti, jotka ovat

kéynnissa vield hetkella t,

Poisson-prosessin satunnaispoimintaa / satunnais-
hajoitusta koskevien tulosten nojalla Ky, K5 ja

intensiteetti, jotka ovat
kaynnissa vield hetkella t,

K 9 noudattavat kaikki Poisson-jakaumaa ja ovat -
toisistaan riippumattomia, A %2
a2 t1 2
Ky, ~ Poisson(ay), a; = )\/tl (t1 —t) — Gty —t))dt
K5 ~ Poisson(as), as = )\/;i2 (to — t)dt
KLQ ~ POiSSOH(CLLQ), Q12 — )\/_tlo G(tg - t)dt

Koska V[K] 2] = a1, saadaan tulos (muuttujan vaihto x =ty — t)

0 —f(t)
COV[Nl, N2] A to—ty G(t)dt / /0 tG/ dt

Kun t; = 9, saadaan V[N1| = Cov[Ny, V] = )‘/0 t)dt = A\X = a, kuten pitiikin.



