J. Virtamo 38.143 Jonoteoria / Littlen tulos

Littlen tulos

Littlen lause

Littlen tuloksena tai Littlen lauseena tunnettu tulos A -
on hyvin yksinkertainen relaatio jarjestelméan tulevan —> T —>
asiakasvirran, keskiméaéarin jarjestelmassa sisalla olevien

asiakkaiden lukumaéaaran seka asiakkaan keskiméaaraisen
viipyman valill.

Tarkastellaan mité tahansa jarjestelmad “mustana laatikkona” ja maéaaritellaan

A = saapumisintensiteetti (aikayksikossi keskimédrin saapuvien asiakkaiden lkm )
T = asiakkaan keskimédriinen viipymi jarjestelmén sisélla
N = keskimédriinen asiakkaiden lukuméirs jérjestelméan sisilla

Littlen lause sanoo N = )\T

Lause on hyvin kidyttokelpoinen yleisyytensé vuoksi

e Jirjestelmasta ei ole tehty mitddn oletuksia
— mustaan laatikkoon voidaan rajata mika tahansa osa jarjestelmasta
e Tuloprosessi saa olla miké vain

— erityisesti el edellyteta poissonisuutta

— prosessin kuitenkin pitédéa olla stationaarinen
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Littlen lauseen kiytto

Jonoteoriassa on usein helpompaa johtaa lauscke jarjestelmaéssa sisilla olevien asiakkaiden
lukuméadéran odotusarvolle. Talloin Littlen lausetta voidaan kédyttdd vastaavan viipyméajan
laskemiseen, N — T'.

Joskus tulosta sovelletaan kaanteiseen suuntaan eli viipymaéajoista paatellaan keskimadraiset
asiakaslukumaarit, T — N.
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Littlen lauseen perustelu

Jarjestelmassa sisélla olevien asiakkaiden e 2

lukumééra muodostaa stokastisen proses-

4|

sin V¢, Sen keskiarvo pitan aikavélin ¢ yli

voidaan laskea jakamalla kuvion mukai-
nen pinta-ala vélin pituudella ¢.

e Jokainen asiakas tuo pinta-alaan keskiméasrin lisin 7.
o Asiakkaita saapuu aikavilissd t keskimédarin At.

e Pinta-ala on siten (A\)T = N = \T.

Intuitiivinen tapa: Ajatellaan, ettd jokaiselta asiakkaalta peritdin maksu, jonka suuruus on
(T'/min) mk eli markka per sisilldolominuutti. Jarjestelmén saama keskiméérédinen tuottono-

peus on siten toisaalta AT mk/min mutta toisaalta N mk/min, koska jokaisesta sisélliolevasta
asiakkaasta saatava tulo on 1 mk/min.
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Sovellus: litkkenneintensiteetti

Tarkastellaan jotain verkon elementtejd esimerkiksi johtoja, portteja, modeemeita tal mité
tahansa loogisia yksikoité, joita asiakas ottaa kayttoonsd yhden kerrallaan. Olkoon

A = jarjestelméédn tulevien asiakkaiden saapumisintensiteetti
T = keskiméiirdisen varausajan pituus
Suuretta a=\T kutsutaan liikenteen liikenneintensiteetiksi.

e Liikenneintensiteetti on paljas luku, mutta sen ‘yksikoksi’ merkitadn usein erlang tai erl
(tanskalaisen litkenneteorian uranuurtajan A.K. Erlangin kunniaksi).

Littlen tuloksen avulla tulkittuna liikenneintensiteetti on sama kuin keskiméérin yhtaaikaa

varattuina olevien elementtien lukumaéara.

Esimerkki. Vaihteen keskujohdolla kulkee 150 puhelua tunnissa. Yhden puhelun keskipituus

on 3 min. Keskusjohdon liikenneintensiteetti on
a=150 h™' x 3 min = 7.5 erl

Toisin sanoen johdolla on yhtédaikaisesti kiynnissa keskiméaarin 7.5 puhelua.
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Tarjottu, estynyt ja kuljetettu liikkenne

Todellisilla jéarjestelmilla on aina &dérellinen kapasiteetti ja osa jéarjestelméaian pyrkivisté asiak-
kaista joudutaan hylkddmadn (esto). TaAmén vuoksi on tarpeen erotella seuraavat kisitteet

A
A = tarjottu litkennevirta (saapumisintensiteetti) b';
A

Ab
Ae = kuljetettu litkennevirta (vélitetty litkenne)

N,T > A

estynyt litkennevirta

Littlen lause sellaisenaan pétee jarjestelmédn sisille saapuvien asiakkaiden virtaan

N=\T kuljetetun litkenteen liikenneintensiteetti

Littlen lausetta voidaan soveltaa myos laajentamalla jarjestelmén rajaa kuvan osoittamalla
tavalla. Télloin kaikki asiakkaat saapuvat jérjestelméédn (saapumisnopeus \), mutta osa saa
hyvin tylya palvelua (valiton ulosheitto).

Keskimadrainen viipyma jarjestelméssa on nyt

_ Ay Ao = A=
T =22.04+ 5T =2°T
SRR S
Littlen lause antaa | %

mika on sama tulos kuin edella.
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Yhden palvelimen kuljetettu liikkenneintensiteetti

Tarkastellaan yhden palvelimen jarjestelméé, johon mahtuu vain yksi asiakas kerrallaan.

A = palvelimen lapi kulkeva asiakasvirta (palvellut asiakkaat)
X = keskimédrainen palveluaika

Littlen lauseen mukaan on N = A\ X.

Toisaalta keskimédrdinen miehitys voidaan laskea suoraan

) 1
N=py-0+p-1=p 0 ]

po = todenndkdisyys, ettd palvelin on vapaa
p1 = todennékaisyys, ettd palvelin on kédytossé; palvelimen kéyttoaste (p)

L= AX = p Yhden palvelimen jarjestelméssa (kuljetettu) litkenne-

intensiteetti on sama kuin palvelimen kayttoaste.

\4

—
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Littlen tulos: esimerkki

Jarjestelmésséa on

A
N paikkaa kaikkiaan 7

K palvelinta, keskimésriinen palveluaika X

N — K odotuspaikkaa 1

N-K

K palvelint
odotuspaikkaa palvelinta

N systeemipaikkaa

Oletetaan, ettd saapumisnopeus on niin suuri, ettd jirjestelmé on koko ajan saturoitunut
(kaikki paikat tdynnd). Merkitaan A:lla lapimennytta litkennevirtaa.

Kysymys: Miké on keskiméiriinen viipyméaaika 7' koko jérjestelméssi?
Sovelletaan nyt Littlen tulosta kaksi kertaa: ensin palvelinjoukkoon ja sitten koko jérjestelméaan

1. Palvelinjoukko 2. Koko jérjestelmé

— . X

Keskiméardinen viipyméa = X N =\ = 7= %

==

K=)X = )=

S

T=— X

==




