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Syntymaé-kuolema-prosessiksi (SK-prosessi) kutsutaan Markov-prosessia, jonka

- tila-avaruus on diskreetti

- tilat voidaan jarjestda jonoksi, i=0,1,2,...siten, etta

- tilasiirtymié voi tapahtua vain naapuritilojen valilla, ¢ — ¢+ 1tai¢s — 17— 1
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SK-prosessin tasapainotilatodenniko6isyydet
Kéytetdaan leikkausmenetelmad = globaali tasapainoehto sovellettuna tilajoukkoon 0, 1, .. ., k.

Tasapainotilassa todennékdisyysvirrat leikkauksen yli kumoavat toisensa (nettovirta =0)
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Kaikki todennékoisyydet voidaan palauttaa rekursion avulla tilan 0 todennékoisyyteen
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SK-prosessin ajasta riippuvat ratkaisut
Edella tutkittiin SK-prosessin tasapainojakaumaa 7r.

Joskus tunnetaan tilatodennikéisyydet hetkella 0, 7r(0),
- tavallisin tilanne on se, ettd systeemin tiedetddn olevan hetkelld 0 tédsmélleen jossakin
tilassa k; télloin m4(0) =1 ja 7;(0) =0, kun j # k
ja halutaan selvittad, miten tilatodennikéisyydet kehittyvit ajan funktiona eli 7r(t)

- tiedetddn, ettd lim; . 7w(t) = .

Tama maardaytyy yhtalosta

Gty = (1) Q| wmisi
— Ao Ao 0
M1 —()\1 + ,Ul) )\1 0
Q= 0 U2 —()\2 + ,LLQ) Ao 0
0 3 — (A3 + p3) A3
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SK-prosessin ajasta riippuvat ratkaisut (jatkoa)

©, 'O, @, ", O, &,
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Yhtalot komponettimuodossa

dm;(t .
C;Lg ) = —(Ni ) mi(t) F Nomioa () + piamia(t)  t=1,2,. ..
virrat ulos virrat sisdan
dmo(t
mo(?) = —Xomo(t) +  pumi(t)
virta ulos  virta sisaan
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Fsim. 1. Puhdas kuolemaprosessi

)\Z':O . 1 1=n
=0,1,2,... ; = .
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jokaisella yksilolla kuolemis- systeemi ldhtee tilasta n

nopeus on vakio p

Tila 0 on absorboiva tila,

@ @ 5 @ @U@ muut tilat ovat transientteja
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G al(t) = —npm(t)
%(€wtﬂi(t)) = (Z + 1),LL7TZ'_|_1(t)€wt = Wz(t) = (Z -+ 1 /L/O T+ wtldt
T 1(t) _ ne—(n—l)mflu /Ot e—n,utle(n—l)ut’ At — ne—(n—l)utu o e—ut)
e—ht!
n , , Binomijakauma: jokainen on muista
Rekursiivisesti | mi(t) = (z) (e7)' (1 — et riippumatta hetkelld ¢ elossa tn:lla
e M
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Esim. 2. Puhdas syntymdprosessi (Poisson-prosessi)

A=A (1 i=0
{M_O i=0,1,2,... m(O){O P

syntymatodennakoisyys aika- alkuhetkell&d populaatio on 0

yksikkod kohden on vakio A

A A A A A A
@m®m@m m@m@m Kaikki tilat ovat transientteja
Li(t) = —Am(t) + A (t) i >0
Lmo(t) = —Amo(t) = m(t) = e N

HOmE) — AN = ) = e f a0

m(t) = e[ NN at = e M)
1

Rekursiivisesti | ;(t) = ()\t) e M Syntymien lkm valilla (0,¢) ~ Poisson(At)
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Esim. 3. Yhden palvelimen jdrjestelmd

A
@/“G) - vakio saapumisnopeus A (Poisson-saapumiset)
T - palvelun paattymisnopeus p (eksp. palveluaikajak.)

Jérjestelmén tilat
{ 0  palvelin vapaa

1 palvelin kiytossa

C I Oddd
DExp() DExp(A)

{ amo(t) = — Amo(t) + pmi(t) Q (_)\ A )
Smlt) = Amo(t) - pm(1) i
Lasketaan yhtalot yhteen

Limpt)+m(t) =0 =

mo(t) + m(t) =vakio=1 = m(t)=1— m(t)

Lro(t)+ A+ pmo(t) =p = L(eWWimy(t)) = et

mo(t) = 3 + (mp(0) — s ) (v
m(t) = 535 + (m(0) = 53,)e A
tasapaino- poikkeama haviaa ekspo-

jakauma tasapainosta  nentiaalisesti
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Markov-jarjestelmien analyysi: yhteenveto

1. Etsi jarjestelmélle tilakuvaus

e tihén ei ole valmista reseptia
e usein sopiva tilakuvaus on ilmeinen
e joskus vaatii enemman ajattelua

e systeemi voi olla markovinen jonkin tilakuvauksen suhteen ja ei-markovinen
jonkin toisen tilakuvauksen suhteen (jolloin tila-informaatio ei ole riittava)

e tilakuvauksen loytdminen on ongelman luova osa
2. Maaraa tilasiirtyméanopeudet

e suoraviivainen tehtéavé, kun eksponentiaaliset pitoajat ja saapumisvaliajat
3. Ratkaise tasapainoyhtalot

e periaatteessa suoraviivainen tehtava (lineaarisen yhtaloryhman ratkaisu)
e tuntemattomien maara (tilojen lukuméira) voi olla hyvin suuri

e usecin voidaan hyodyntéa tilakaavion erityispiirteita
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Globaali tasapainoehto

\ﬂqu i=0.1,... .n
N > Tidji = ]% Tidij | yksi yhtdlo kutakin

i |
|<¥CI/ 7 tilaa kohden
T virta tilaan ¢ virta tilasta ¢
n + 1 tilaa
Q
—>q; Qo1 Q2 - Gon 0
j
- 1,0 —>_q1, 1,2 - T1n 0
j
(70, ..., ) 72,0 ¢2.1 —> G2 - @2.n =
j
dn,0 dn,1, 4n.2, s T Z Qn,j 0
j
- Q=0 mo+m -+, =1
yksi yht&lo on normiehto

redundantti
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Esim. 1.  Jonojdrjestelmd
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tykcﬂ

palvelinta

odotuspaikkaa,

saapumisnopeus (Poisson)

Exp(p) pitoaika (odostusarvo 1/u)

Asiakkaiden lukuméédrd NV kelpaa tilaparametriksi

- maaraa yksikasitteisesti palvelussa olevien ja odottavien asiakkaiden lukumagrat

- minké tahansa saapumisen tai poistumisen jilkeen palveltavana olevien asiakkaiden

jaljelliolevat palveluajat ovat Exp(u)-jakautuneita (muistittomuus)

oA 1A 2A 3A 4N 5A gA 7N gA o
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Esim. 2.  Kutsuesto ATM-verkossa

ATM-verkon virtuaalivaylille (VP) tarjotaan kahdenlaisia kutsuja.

Ry = 1Mbps Ry = 2Mbps
Al = saapumisnopeus Ao = saapumisnopeus
1 = keskim. pitoaika to = keskim. pitoaika

a) Vaylan kapasiteetti on suuri (déreton)
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Kutsuesto ATM-verkossa (jatkoa)

b) Véaylan kapasiteetti on 4.5 Mbps
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