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TODENNAKOISYYSLASKUN KERTAUS
Peruskasitteita

Otosavaruus S

S on satunnaiskokeen F kaikkien mahdollisten alkeistapahtumien e joukko.
Esim. 1. Noppaa heitettdessd S on § = {1,2,3,4,5,6}.

Esim. 2. Hehkulampun kestoikd S = {x € R | x > 0},

Tapahtuma

Satunnaiskokeessa tapahtuma on otosavaruuden osajoukko. Tapahtumaa merkitddn yleensa
isolla kirjaimella A, B, ...

Esim. 1. Nopanheitossa saadan parillinen luku: A = {2,4,6} C S.
Esim. 2. Hehkulampun kestoikd on vahintdén 3000 h: A = {z € R | x > 3000} C S.

Varma tapahtuma: Otosavaruus § itse.

Mahdoton tapahtuma: Otosavaruuden tyhjé osajoukko ¢.
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Tapahtumien yhdistely

ACB
Yhdiste (unioni) “A tai B”.

AUB={eecS|ec Ataiec B}

AnB
Leikkaus “A ja B”. °
o

ANB={eeS|ecAjaec B}

Tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevat, jos AN B = ¢.

Komplementti “ei A”.

A={ecS|ed A} (A)

Otosavaruuden ositus

Tapahtumajoukko Aj, Ao, ... muodostaa otosavaruuden S osituksen, kun
1. Tapahtumat ovat pareittain toisensa poissulkevia, A;NA; = ¢, kun @ # j.

2. Ne yhdessid muodostavat koko otosavaruuden, U;A; = S.
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Todennikdisyys
Kuhunkin tapahtumaan A liitetdén todennékoisyys P{A}.

Empiirisesti todennékoisyys P{A} tarkoittaa A:n suhteellisen esiintymisfrekvenssin NV(A)/N
raja-arvoa toistokokeessa
N = toistojen lukumadra

P{A} = Jim N(A)/N

N(A) = An esiintymiskertojen lukumééra

Todenndkdoisyyden ominaisuuksia

1.0<P{A} <1

2.P{S} =1 P{o} =0

3. P{AU B} =P{A} + P{B} - P{AN B}

4. Jos AN B =0, niin P{AU B} = P{A} + P{B}
Jos A;NA; =0, kun ¢ # j, niin P{U;A;} =P{A,U...UA,} =P{A} +...P{A4,}

5. P{A} =1 - P{A4}

6. Jos A C B niin P{A} < P{B}
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Ehdollinen todennékdsisyys

Tapahtuman A todennékoisyys ehdolla, ettd B on jo tapahtunut. P{AnB}
P{ANB °
P{A|B} = { ) = P{AN B} = P{A|B}P{B}
P{B}
P{B}
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Kokonaistodennikdisyyden kaava

Olkoon { By, ..., B, } tdydellinen joukko toisensa poissulkevia tapahtumia eli

ns. otosavaruuden S ositus,

1. U;B; = &  varma tapahtuma P{u;B;} =
2. BiNB; = ¢ kuni#j P{B;N B;} =

Talloin A=ANS=AN(U;B;) =U;(ANB;) ja

P{A} = ¥ P{AN B} = ¥ P{A| B)P(B}

A:n todennékoisyyden laskenta ehdollistamalla tapahtumiin B;.
Tyypillisesti tapahtumat B; edustavat jonkun kokeen kaikkien
mahdollisten tulostapahtumien joukkoa.
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Bayesin kaava
Olkoon jélleen { By, ..., B, } otosavaruuden ositus.

Kysytéian, mikid on tapahtuman B; todennékoisyys, kun tiedetdén, ettd A on tapahtunut.

P{ANn B}  P{A[B;}P{Bi}
p{A} %:P{A’BJ}P{B]}

P{B;| A} =

Bayesin kaava mahdollistaa ehdollisen todennékoisyyden laskemisen, kun tunnetaan kagnteiset
ehdolliset todennékoisyydet.

Esimerkki: kolme korttia, joiden eri puolet ovat erivérisia.

pp: molemmat puolet punaisia T

ss:  molemmat puolet sinisii [ 1]

N

ps: toinen puoli punainen, toinen sininen

Satunnaisesti valitun kortin ylédpuoli on punainen. Mikéd on todennékoisyys sille, ettd toinen
puoli on sininen?

P{pun|ps}P{ps}
P{pun|pp}P{pp} + P{pun|ss}P{ss} + P{pun|ps}P{ps}
1.1 1

_ 2X3 —

1x%+0x%+%x% 3

P{ps|pun} =
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Tilastollinen riippumattomuus

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia silloin ja vain silloin kun

P{AN B} = P{A} - P{B)

Riippumattomille tapahtumille pétee
P{ANB} P{A}P{B}
P{B} ~  P{B}

P{A|B} =

seen’ .

=P{A}  “B:lli ei ole vaikutusta A:n esiintymi-

Esim. 1: Nopanheitto kahdella nopalla, A = {n; =6}, B = {ny =1}
ANB={(6,1)}, P{ANB} =, kaikki yhdistelmét yhté todennékoisia
P{A} = P{(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} = - = ¢; samoin P{B} = ¢
P{A}P{B} = ;- =P{AN B} = ovat riippumatomia

Esim. 2: A= {n; =6}, B={n1+ny =9} ={(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)}
AN B={(6,2)}
P{A} =4, P{B} =4, P{ANB}=4
P{A}-P{B}#P{ANB} = Aja B riippuvia
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Todennékdisyyslaskenta: yhteenveto

o Tarkea reaalimaailman ilmioiden mallintamisessa
— esim. tietoliikennejarjestelmét

e Todennakoisyysteorialla on luonnollinen, intuitiivinen tulkinta ja yksinkertaiset mate-
maattiset aksioomat

e Kokonaistodennakoisyyden kaava mahdollistaa ongelman jaon osiin

— analyyttinen lahestymistapa

— keskeinen viline stokastisessa mallinnuksessa

e Riippumattomien tapahtumien yhteistapahtuman todennékoisyys on tulo yksittéisten
tapahtumien todennéakoisyyksista
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Satunnaismuuttujat ja jakaumat

Satunnaismuuttuja

Usein meita kiinnostaa enemmén kuin kokeessa esiintyvé tapahtuma itsesséén jokin tulokseen
liittyva arvo.

Esim. 1. Klaavojen lukumééara rahanheittosarjassa pikemmin kuin
kruuna/klaava-sekvenssi itsessaian

Reaaliarvoinen satunnaismuuttuja X on kuvaus
X: S§—R

joka liittdd reaaliluvun X (e) jokaiseen alkeistapahtumaan e € S.

Esim. 2. Klaavojen lkm kolmen pituisissa heittosarjoissa (klaava = h (head), kruuna=t (tail))

)

€

hhh
hht
hth
htt
thh
tht
tth
ttt

o

e X :n arvot tulevat “arvotuiksi”
sitd kautta, ettd e “arvotaan”

e ¢ edustaa “arpalippua’, johon
on kirjoitettu X:n arvo

O DN DN DN W
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Satunnaismuuttujan X arvojoukko eli X:n otosavaruus

Sx={reR|X(e)=1z, ec S}

e voi olla darellinen tai numeroituvasti dareton: diskreetti jakauma

e ylinumeroituvasti dédreton: jatkuva jakauma

Kertymifunktio (jakaumafunktio) (cdf, cumulative distribution function)

Fix) o
F(r) = P{X <z} it —
1 e ees F(x,) -
Vilin todennékoisyys 2
F(X1) //
P{CEl S X S SCQ} = F(CE’Q) — F(CE’l) X, X, X>

Komplementaarinen jakaumafunktio (hintidjakauma) (tail distribution)
G(x)
1 -

Gr)=1—F(zr)=P{X > x}

\4

10
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Jatkuvan sm:n tiheysfunktio (pdf, probability density function)

fx)

. Ple< X <z+dr}
= lim
dx dz—0 dx

\4

11
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Diskreetin satunnaismuuttujan X saamien arvojen joukko on &dérellinen tai numeroituvasti
dareton, X € {x1,z9,...}.

Naihin arvoihin liittyvat pistetodennakdoisyydet Fx)

pi = P{X = a;} o -
jotka maaradvit diskreetin jakauman. o, —
Kertyméafunktio on porrasfunktio, jolla on p;:n P,
suuruiset hyppaykset kohdissa x;. XX, X, >

Pistetodennikoisyysfunktio eli tn-massafunktio (pmf, probability mass function)

p(x) ,
1 L
kun = = z;
0,  muuten

p(z) = P{X =z} _{p@'

\{
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Usean muuttujan jakaumat

Y A
Yhteiskertymdfunktio (joint cdf)
y
Fxy(z,y) =P{X <z,Y <y}
. X
Yhteisjakauman tiheysfunktio (joint pdf) VA
0 0 y [ dy
= F dx
fxy(@y) =4 9y vy (T, y)
] X

Yllaolevat yleistyvét luonnollisella tavalla useammalle satunnaismuuttujalle.

Ruppumattomuus

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia silloin ja vain silloin,
kun tapahtumat {X < z} ja {Y <y} ovat riippumattomia, jolloin

(ehdot ovat
ckvivalentteja)

Fxy(xz,y) = Fx(x) - Fy(y) fxy(x,y) = fx(@) - fr(y)
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Satunnaismuuttujan funktio

Olkoon X (reaaliarvoinen) satunnaismuuttuja ja g(-) funktio (g: R +— R). Soveltamalla
funktiota g satunnaismuuttujan X arvoihin, saadaan toinen satunnaismuuttuja ¥ = g(X).

Fy(y)=Fx(g'(y)| silli Y <y <& gX)<y & X<g Yy

Jos erityisesti valitaan g(-) = Fx(-) (arvoalue [0,1]), niin

Fy(y) = Fx(Fx'(y)) =y

ja Y tiheysfunktio fy(y) = diny(y) = 1 eli Y noudattaa tasaista jakaumaa (valilla (0,1)).

Fx(X)~U X ~ FHU) ~ tarkoittaa “samoin jakautunut”

Taméa mahdollistaa mielivaltaisen satunnaismuuttujan X (jakaumafunktio F'x(x)) arvojen ge-
neroinnin esim. simuloinneissa, kun kaytettdvissd on satunnaislukugeneraattori, joka tuottaa
vilille (0,1) tasanjakautuneita satunnaismuuttujan U arvoja.
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Ehdollisen jakauman tiheysfunktio

Olkoot X ja Y kaksi satunnaismuuttujaa (yleensé toisistaan riippuvia). Voidaan tarkastel-
la satunnaismuuttujaa X ehdollistettuna siihen, ettd Y on saanut jonkun tietyn arvon y.
Merkitdan tatéd ehdollistettua satunnaismuuttujaa Xy—, 4.

Téamén tiheysfunktiolle kiytetddan merkintaa f Xy, = Ixv(z,y) jasille pitee

x
fxy(z,y) = W nimittdjdssi Y :n reunajakaumaon fy(y) = /Oo fxy(x,y)dx
vy (Y oo
jakauma on rajoitettu kaistaleeseen Y € (y,y + dy)
d » fxy(z,y)dydx on tietyn kaistaleessa olevan dxdy-
elementin todennakoisyys
x fy (y)dy on koko kaistaleen todenndkdisyysmassa

Muuttujien X ja Y ollessa riippumattomia, on fxy(z,y) = fx(z)fy(y) ja
fxv(z,y) = fx(x), eli ehdollistaminen ei vaikuta jakaumaan, kuten ei piddkain.
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Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo

Merkitiin E[X] = X

Jatkuva jakauma: E[X] = /

Diskreetti jakauma: EX] =Y zp;

Yleisesti: E[X] = / OZO rdF(z) dF'(z) on vilin dz todennikoisyys

Odotusarvon ominaisuuksia

ElcX] = cE[X] c vakio
E[X,+ - X, =E[Xi] +--- +E[X,] aina
E[X - Y] =E[X]-E[Y] ainoastaan, kun X ja Y riippumattomia
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Varianssi

Merkitaan V[X] (myos Var[X])

VIX] = E[(X — X)7]| = E[X?] - E[X]?

Kovarianssi

Merkitaan Cov[X, Y]

Cov[X,Y] = E[(X — X)(Y — V)] | = E[XY] — E[X]E[Y]

Cov[X, X] = V[X]
Jos X ja Y riippumattomia, niin Cov[X,Y] =0

17
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Varianssin omainaisuuksia

V]eX] = *V[X]
VX, 4 X = > CovXi, X

j=1

VX1 4+ X, =V[Xi]+ -+ V[X,]

c vakio; huom. toinen potenssi
aina

ainoastaan, kun X;:t ovat riippumattomia

Kovarianssin ominaisuuksia

Cov|X, Y] = Covl|Y, X]
CovlX +Y, 7] = Cov|X, Z] + Cov]Y, Z]
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Ehdollinen odotusarvo

Satunnaismuuttujan X odotusarvo ehdolla, ettéd toinen sm Y saa arvon Y =y on

EXTY =y] = /_Ozo xfxpy(z,y)de

eli se saadaan kayttamalla X :n ehdollista jakaumaa.

E[X|Y = y| on y:n funktio. Laskemalla tdmén funktion arvo sm:n Y madrdaméssi pisteessi
saadaan satunnaismuuttuja E [ X | Y] (sm:n Y funktio).

FEhdollisen odotusarvon ominaisuuksia

E[X Y] = E[X] jos X ja Y ovat riippumattomia
ElcX|Y]=cE[X]|Y] ¢ on vakio
EX+YI|Z]|=EX|Z]+E[Y|Z]
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Ehdollinen varianssi

VIX|Y]=E [(X ~E[X|Y])?| Y} Huom. poikkema ehdollisen odotusarvon suhteen

Ehdollinen kovarianssi

Cov| X, Y| Z]=E[(X -EX|Z)Y -EY|Z])|Z]

Ketjusddnnot (ehdollistamissdinnot)

= E[E[X|Y]] (sisempi, ehdollinen odotusarvo on sm:m Y funktio)
EVIX Y] + VIE[X]Y]]
Cov|X,Y] =E[Cov| X,Y | Z]| + CovE[X | Z] ,E[Y | Z]]

=
>
||
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Riippumattomien sm:ien maksimin ja minimin jakaumat

Olkoot X7, ..., X, riippumattomia satunnaismuuttujia

(kertyméafunktiot Fj(z) ja hintdjakaumat G;(z), i =1,...,n)

Maksimin jakauma
P{max(Xy,..., X)) <z} = P{X; <z, ..., X, <z}
= P{X; <z} - -P{X, <=z} (riippumattomuus!)
= F(z)-- Fy(z)

Minimin jakauma
P{min(Xy,..., X)) >z} = P{X;>=x,..., X, >z}
= P{Xq >z} --P{X, >z} (riippumattomuus!)

21



