J. Virtamo 38.143 Jonoteoria / Jonoverkot

JONOVERKOT

Useasta jonosta muodostuva verkko
e Queueing network

e Network of queues

Esimerkiksi
e Asiakkaita siirtyy postin, pankin, kaupan jonoista toiseen

e Datapaketteja kulkee reititinverkon reitittimeltd toiselle

Historiaa
e Burken teoreema, Burke (1957), Reich (1957)
e Jackson (1957, 1963): avoimet jonoverkot, tulomuotoinen ratkaisu
e Gordon ja Newell (1967): suljetut jonoverkot
e Baskett, Chandy, Muntz, Palacios (1975): jonotyypin yleistykset
e Reiser ja Lavenberg (1980, 1982): keskiarvoanalyysi, MVA
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Jacksonin jonoverkko (avoin jonoverkko)

Jacksonin avoin jonoverkko muodostuu M solmusta (jonosta) seuraavin oletuksin:

e Solmu ¢ on FIFO-jono

— rajaton méaara odotuspaikkoja

e Palveluaika jonossa noudattaa jakaumaa Exp( ;)

— kussakin jonossa asiakkaan palveluaika saa arvon riippumatta ajasta muissa jonoissa

— huom. pakettiverkossa paketin ldhetysaika todellisuudessa on sama kaikissa jonoissa

(tai poikkeaa vain vakiotekijalld, linjanopeuden kaanteisarvolla)

— tamaé riippuvuus ei kdytannossé kuitenkaan vaikuta merkittavésti jarjestelman kayttaytymiseen
(ns. Kleinrockin riippumattomuusoletus)

e Poistuttuaan jonosta ¢ asiakas valitsee seuraavan jonon j satunnaisesti todennékoisyydella

g; j tai poistuu systeemistd todennakoisyydella g; 4

— mallia voidaan laajentaa siten, ettd sidotut reitit ovat mahdollisia

e Verkko on avoin ulkopuolisille saapumisille

— ldhteestd s saapuu asiakkaita Poisson-virtana intensiteetilla A

— niistd osa g, ; saapuu jonoon ¢ (intensiteetti Ags,;)
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Jacksonin verkon solmu 1
)‘qs i

: . A A Ni A A
s = source, ulkoinen ldhde 191, i i 19,1
o : 1)) :
d = destination, nielu \ N
i1i,M

AMin
N, = asiakkaiden lukumééré jonossa 2 Exp(k;)

[lman komplikaatioita voitaisiin olettaa tilariippuva palvelunopeus p; = p;(N;). Tdmén avul-
la voitaisiin kuvata mm. usean palvelimen solmuja. Merkintojen keventdmiseksi seuraavassa
oletetaan vakio ;.

Jacksonin verkko

Verkon avoimuus edel-

lyttad, ettd jokaisesta
jonosta on ainakin yksi
polku (# 0) nieluun d
eli ettd jokainen verk-
koon saapunut asiakas
lopulta poistuu siita
todennékoisyydella 1.
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Virtojen sailymisyhtalo
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Merkitadan \; = keskimadrainen asiakasvirta solmun ¢ lapi.

e Vaikka ulkoiset saapumisvirrat eri solmuihin ovat poissonisia, mikaan ei takaa, etta virrat

verkon sisélla solmujen vélilla olisivat myo6s poissonisia. Yleensé ne eivét olekaan.

— poikkeuksena tapaukset, joissa verkossa ei ole silmukoita eli asiakas ei koskaan palaa

solmuun, jossa on jo vieraillut; talloin poissonisuus seuraa Burken teoreemasta.

Virta A\; on peréisin suoraan lidhteestd tulevasta virrasta ja muista solmuista haarautuvista

virroista. Sailymisehdot muodostavat lineaarisen yhtaloryhmaén, josta A;:t voidaan ratkaista.

M
Ai = Agsi + Zl Ajdj,
]:

Vastaava yhtalo pétee nielulle d. Koska koko verkosta poistuvan
virran taytyy olla yhtésuuri kuin saapuva virta, pétee (gsq = 0):

Esimerkki
N ——
A

q

@_

i=1,...

M

M
A= 3 Ajdjd
7=1

Huom. A\ ei ole poissoninen vaikka A onkin.
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Jacksonin teoreema

e Asiakkaiden lukuméérit IV; verkon eri solmuissa, 1 = 1, ..., M, ovat toisistaan riippumattomia.

e Jono ¢ kiyttaytyy ikdan kuin saapumisvirta A; olisi poissoninen.

Tilavektor: Tilatodenndkdoisyys
Verkon tilan mééraa vektori N = (Ny, ..., Nyy). p(n) = P{N = n}
Sen mahdollisia arvoja merkitdin n = (nq, ..., ny). Médritellddn p(n) = 0,
Verkko on tilassa n, kun N =mneli Ny =nq,..., Ny = ny. jos jokin n; < 0

Jacksonin teoreema

M .
p(n) = pi(n1) - pulnu) = El pi(n;) missa pi(ni) = (1 —pi)p;’ pi = Nif 1

1

e Verkko kiyttaytyy ikddn kuin se muodostuisi joukosta riippumattomia M /M /1-jonoja.
e Tilatodennékoisyys on tulomuotoinen < riippumattomuus.

e Jos jossain solmussa on paljon asiakkaita, siitd ei seuraa mitddn sen suhteen paljonko
esim. naapurisolmuissa on asiakkaita.

Jos palvelunopeus on A
S pilni) = pi0)

tilariippuva p;(n;), niin T ()) missé p;(0) méadriytyy normiehdosta
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Jacksonin teoreeman todistus

Merkitdsan e; = (0,...,0, 1,0,...,0).

. . ~wsalkio
Talloin on esimerkiksi
pn—e)=pni,...,n1,n — 1,041, .., nu)
Nyt voidaan kirjoittaa globaali tasapainoehto ver-

kon tilalle n (yksi yhtilo jokaista mahdollista tilaa
n, n; > 0 Vi, kohti):

M M
Ap(n) + ; pilpy=op(n) = A ; Gs,i P(n — €;)

N
M
+ X Giapip(n+e;)
i=1
M M jonoon 2 saapuu asiakas ulkopuolelta
+2 X gippn+e;—e) ; . ‘
1=17=1 '\4 / jonosta 2 poistuu asiakas ulkopuolelle
missd, vasen puoli edustaa todenndkoisyysvirtaa %, jonoon 1saapuu asiakas ulkopuoleita
) ) . . v e . . :
pois tilasta n (kun ollaan tilassa n ja verkkoon (\\ jonosta 1 poistuu asiakas ulkopuolelle
tulee miké tahansa saapuminen tai mista tahansa asiakas siirtyy jonosta 2 jonoon 1
° .
verkon jonosta tapahtuu poistuminen, siirrytaan - asiakas siirtyy jonosta 1 jonoon 2

uuteen tilaan) ja oikea puoli virtaa tilaan n (vrt.
kuvan siirtymékaavio).

Huom. Jélleen voitaisiin sallia tilariippuvuus p; = p;(n;).
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Jacksonin teoreeman todistus (jatkoa)

Kirjoitetaan oikean puolen ensimmaéisessa termissé oleva tekija Ag, ; toiseen muotoon virtojen

M
sailymisehdon avulla: Ags; = A\j — >° Ajq;;. Yhtalo saa muodon
i=1

M M M M
Ap(n) + 2 Hiln>0 p(n) = > Aip(n—e;) — IPIRY qjip(n — ;)
+ > Giapip(n+e;)
1=1 \
+ Zl '21 ¢jipip(n+e;—e)
i=1j=

Sijoitetaan tdhan Jacksonin teoreeman (viite) mukainen tulomuotoinen ratkaisu yritteend ja
osoitetaan, ettd yhtalo toteutuu.

Kyseiselle tulomuotoiselle yritteelle patee
Aip(n—e;) = pil,=op(n)

/\j p(n — ez-) = Iy p(n —€; + ej)
Ai p(n) = up(n+e;)

Sijoitetaan ndmaé relaatiot téssé jarjestyksessd oikean puolen kolmeen ensimméiseen termiin.
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Jacksonin teoreeman todistus (jatkoa)

Yhtalo on nyt saatu muotoon

M M M M
)\p(n) + 2:1 :uz'lni>0 p(n) — Zl i 1nZ>O p(n) - Zl Zl qji K p( )
1= 1= 1= =
I J
+ ; Gi.a Ni p(n)
MM
+ Zl 21Q',@'/ijp(n‘|'e] —e;)
i=17j=

Yhtélossd menevit vastakkain vasemman puolen toinen ja oikean puolen ensimmaéinen termi,
samoin oikean puolen toinen ja neljds termi. Jaljelle jaa

M M
Ap(n) = ; ¢iaNip(n) = p(n) ; Qi d i

mika toteutuu, koska verkkoon tuleva ja siitd ldhteva virta ovat yhtédsuuret, A = Z i d-

Siten on osoitettu, ettd Jacksonin teoreeman mukaiset tulomuotoiset tllatodennakmsyydet
todellakin toteuttavat verkkoa kuvaavan Markovin prosessin globaalit tasapainoyhtélot.
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Esimerkk:
A A A
_ | cPU 1 _
A= A+ X AL = 1—gq A " > (1-9)A4
A A - q
2 = (- A1 Ny = 1 Ao Ap=ah
4 o |,
p1 = A/ p, p2 = o/ 2 H2

p(ni,na) = (1 — p1)pi* (1 — p2)ps®

Keskimddrdiset jononpituudet

M=t M= NeNaN =P
1—p1 1—,02 1—,01 1—p2

Keskimddrdainen aika systeemissd

T N B P1 P2 B )\1/,&1 )\2/,&2 B S1 S9
= — = + = + = +
A )\(1 — ,01) )\(1 — ,02) )\(1 — )\1/,LL1) )\(1 — )\Q/ILLQ) 1 — )\Sl 1 — )\SQ
Ekvivalentti systeemi missé
A 1
S| = L - keskiméaridinen CPU-aika
CPU 110 U1 l—gq

13, 1S, g, — 22 _ 4

poh  1—q

1
H1
’ A 1 e .
—  keskiméardinen I/O-aika
2
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Jacksonin verkon keskiarvotuloksia

Oletetaan tilasta riippumattomat palvelunopeudet p;.

Keskimaaridinen asiakkaiden lukumadra solmussa 4 Keskiméaériinen viipymisaika solmussa 4
Nz:lpi N, 1 11
—pi SN L= =

Keskimaarainen odostusaika solmussa 7

_ _ 1 -1
Wi=Ti——=-—t=
pi 1 —pi

Solmuun ¢ saapuneen asiakkaan keskiméérédinen viipymisaika verkossa

vrt. virtojen sailymisyhtalo
Tistd yhtaloryhmisti (i = 1, ..., M) voidaan Tj 4:t ratkaista.

_ Mo
Tiag="1T;+ _Zl Gij1ja
]:

Asiakkaan keskimaardinen viipymisaika verkossa (keskiarvo koko asiakaspopulaation yli)

Littlen tuloksen perusteella

T:

N1y A
A _)\izl,LLZ'—AZ'
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Optimaalinen kapasiteetin jako

Halutaan minimoida keskiméérdinen viipymisaika 71" verkossa tai, mikd on sama asia, kes-
kimédrdinen asiakkaiden lukuméaéra N verkossa.

Oletetaan, ettd kapasiteetit p; ovat muuten vapaasti valittavissa, mutta niitd rajoittaa ehto
(kustannusehto) =M, p; = C.

M), M
N = = min!, >, =C
=1 i — A i=1

Kéytetdan Lagrangen kerroinmenetelméé ja minimoidaan

Mo\ M
H=3% +a(X pi—C)
1=1 ,Lbz_)\z 1=1

parametrien p; suhteen ja maaratdan x siten, ettd minimipiste toteuttaa rajoitusehdon

OH \;
:——Z—l—CL’:O = /LZ':AZ'—I— )\Z'lel/2
Opi (i = Ai)? /%)

Sijoittamalla tdméa ehtoyhtaloon, saadaan

| C—32\ Nov Ensin allokoidaan pakollinen

] . . ceee e .
= = pi = A + (C =3 N)) kapasiteetti \;; vlijddméraha
v %: \/)‘79 Zj: \/)\7 / jaetaan 1/\;:den suhteessa.
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Avoimen verkon saapumislause (Random Observer Property, vrt. PASTA)

Avoimessa jonoverkossa mihin tahansa solmuun saapuvan asiakkaan nikemét tilatodennakoi-
syydet (todennédkdisyys, ettd systeemi on tilassa n juuri ennen saapumista) ovat samat kuin
tasapainotodennikéisyydet p(n).

Todistus. Tarkastellaan jonosta ¢ jonoon 7 siirtyvaa asiakasta.
Sijoitetaan néiden jonojen valiin kuvitteellinen jono 0, jossa
palvelunopeus i on hyvin suuri.

Rajalla pp — oo lisétty jono ei mitenkéan vaikuta systeemin

kayttaytymiseen: jonosta 2 jonoon j siirtyvét asiakkat viipyvét
vain haviavan pienen hetken lisdtyssé vélijonossa.

Lisdtty jono kuitenkin mahdollistaa siirtyvin asiakkaan “vangitsemisen”. Siirtyminen tapah-
tuu juuri sind lyhyend hetkené, jolloin jonossa 0 on asiakas eli kun Ny(t) = 1. Siirtyvén asiak-

kaan ndkemé verkon tilajakauma on muiden jonojen (muiden kuin jono 0) yhteisjakauma
ehdolla Ny = 1.

Nyt kiytetddan hyviksi sitéd, ettd myos laajennettu systeemi muodostaa Jacksonin jonoverkon
ja sen tilajakauma on tulomuotoinen. Merkitdin laajennetun systeemin tilavektoria n’:lla eli
n' = (ng,ni, ..., na). Pétee p'(n’) = P{N" = n'} = po(ng)p1(n1) - - - par(nar) = po(no)p(n).
P{N(): 1,N1 :nl,...,NM :nM} B

P{N1=nq1,..., Ny =ny|Ny=1} = P{N, =1}
0=

p(n)
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Suljettu jonoverkko (Gordonin ja Newellin verkko)

Suljettu jonoverkko muodostuu M solmusta. Se eroaa avoimesta jonoverkosta siind, ettéd ul-
koista lahdetta ja nielua ei ole. Verkon sisélla kiertdd K :n asiakkaan vakiopopulaatio.

e Kukin solmu ¢ muodostaa FIFO-jonon, jossa palveluaika arvotaan muista riippumatta
jakaumasta Exp(u,). Jalleen voitaisiin sallia tilariippuvat palvelunopeudet p;(n;).

e Jonosta ¢ poistuva asiakas valitsee solmun j seuraavaksi kohteeksi todennékaisyydella g; ;.

Eri solmujen ldpi kulkevat asiakasvirrat A; toteuttavat M j@ M A j@ A
virtojen séilymisehdon s
- e W
A= Nigji| i=1,..., M 4
m Ml =L R T I

Namé& muodostavat homogeenisen lineaarisen yhtéaloryhmén. Yksi yhtédlo on muista lineaari-
sesti riippuva, ja ratkaisu on vakiotekijaa vaille yksikésitteisesti méadratty.

Olkoon (5\1, o 5\m) yhtaloryhmén jokin ratkaisu. Yleinen ratkaisu on muotoa oz-(j\l, o 5\m),
missd « on vakio. Se mitd a:n arvoa todelliset virrat vastaavat, jaa toistaiseksi madraamatta.
Asia selvidé ns. keskiarvoanalyysin yhteydessa. Merkitddn kyseistd arvoa a:lla, ts. A; = a\,.

Merkitdaan p; = 5\Z /p;. Naméa suureet ovat vastaavasti verrannollisia jonojen todellisiin kuor-
miin p; = A;/p;, nimittédin p; = ap;.
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Gordonin ja Newellin lause

Suljetun jonoverkon tasapainotodennékoisyydet ovat

1 M
e R—— A;“, k 2in; = K M o
p(n) =3 G(K, M) z‘l;[1p un missi | G(K, M) = S 11 pi°
0,

kun > Ny 7é K n:y,n;=K 1=1

Todistus on samantapainen kuin avoimessa jonoverkossa. Yksityiskohdat sivuutetaan.

Todennékaisyysjakauma on siis tiassikin tapauksessa tulomuotoinen alueessa 3; n; = K (mut-
ta ei kaikkialla!).

Huom. Vaikka tekijoissé p; on méaardaaméaton kerroin, itse ratkaisu on taysin maératty, koska
sama tekijd korotettuna potenssiin K esiintyy seké tulossa ettd nimittdjan normitekijéssa.

Suljetun jonoverkon saapumislause (Lavenberg)

Suljetussa jonoverkossa, jossa on K asiakasta, mihin tahansa solmuun saapuvan asiakkaan
nikemét tilatodennikoisyydet ovat samat kuin tasapainotodenndkdisyydet p[K — 1](n) ver-
kossa, jossa on K — 1 asiakasta (Vrt. asiakkaan ndkemé jakauma Engsetin jérjestelméssi;
mielivaltainen asiakas on ikaan kuin “ulkopuolisen tarkkailijan” roolissa).

Lause voidaan todistaa samalla tavalla apujonon avulla kuin avoimen jonoverkon tapauksessa.
Yksityiskohdat sivuutetaan.
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Keskiarvoanalyysi — MVA, Mean Value Analysis (Reiser ja Lavenberg)

Halutaan selvittis asiakkaiden keskimiirdiset lukumiirit N;[K] sekd viipymisajat T;[K]

samoin kuin asiakasvirtojen A; absoluuttiset tasot eri jonoissa.

Analyysi perustuu keskeisesti edelld esitettyyn saapumislauseeseen. Laskenta tapahtuu re-
kursiivisesti lisdten askelittain asiakkaiden lukumadraa verkossa. Taman vuoksi asiakkaiden
kokonaisméard merkitddan eksplisiittisesti ndkyviin hakasuluissa.

Keskimaéaraiselle viipymisajalle jonossa ¢ pétee

1 . 1
Hi i
oma pal- edessd olevien asi-

veluaika akkaiden palveluun
kuluva aika

missé VK] on jonoon ¢ saapuvan asiakkaan keskiméddrin nikemé miehitys jonossa.
Saapumislauseen perusteella pétee

N;[K] = MK — 1

missid V;[K — 1] on tavallinen tasapainojakaumasta laskettu miehitys. Siten on

mm-u+Mm—mji
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Keskiarvoanalyysi (jatkoa)
Keskimadrainen miehitys jonossa 2 on

Ti[K]
A DK

Ni[K] =K -

A -
M
P

Todistus. Todelliset asiakasvirrat ovat \; = o?j\z-. Laventamalla lauseke a:lla ja soveltamalla

Littlen lausetta nahdaan

| | MK N

MA LK M LK M[ = Ni[K]
];A T[] g TK YN

>/>

ST
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MVA-algoritmi
Tulokset voidaan koota seuraavaksi rekursiiviseksi laskentamenetelmalksi.

Rekursion alku:

N;[0] =0 Kun verkko on tyhja, kaikki keskiarvot ovat nollia.

Rekursioaskel:
TK] = <1+NZ[K—1}>-;
NiK] = K - Mxﬂ il
S T[]
. NIK]
MEL = ZR)

Keskimmaisessi kaavassa S\Z'Zt ovat mikd tahansa virtausyhtaloiden \; = ; A;q;; ratkaisu.

17
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Esimerkk: 1. Syklinen verkko

. pa= g == =
— W—mj@— - — e

Virtausyhtéaloiden erés ratkaisu on:
M=X=-=Ay=1

Koska kaikki jonot ovat samanlaisia, voidaan indeksit jattad pois. Rekursioyhtélot ovat nyt

TIK] = (1+N[K —1])-
N[K] = K/M
NK] = N[K]/T[K]

Lihtien alkuarvosta N[0] = 0 ratkaistaan keskiarvot suuremmille populaatioille

1
1

T = Tl2] = %5 T[3) = A2l T[K] = Mkl
N[ = 5 NZ2| = & N = 2 .. {NK = £
M = pu A2l = g m A2] = i u NK] = s i

Kun K < M niin A[K] ~ £ p1 (kierrokseen kuluva aika on M /pu, K kiertijid).

Kun K > M niin A\[K] =~ u (kaikki jonot taynné; asiakkaita ldhtee keskim. 1/ véliajoin).
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Esimerkk: 2.

23— ® A K =3
Virtausyhtéaloiden erds ratkaisu on:
_ A AN =2 =1
)2 Pee
1/3

Lihtien alkuarvoista N1[0] = N1[0] = 0 ratkaistaan keskiarvot suuremmille populaatioille

nal = 4 L[] =
K=1 M[1] = 1- Z/jﬁ/u : No[l] = 1-2/,15{/#—%
M1 = Sp Mo[l] = gp
Tif2) = 1+3)5=51 TR = (43, =35,
K=2 M2 = 2 g =2 Nof2) = 2 s = 4
M2 = Sp Mf2] = Zp
L3 = A+ 9, =%, LB = (1+7), =4,
K=3 M3 = 3 st = % No3) = 3 s = &
M3 = B Mf3] = fu
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Nortonin teoreema

Jonoverkoille voidaan johtaa samantapainen Nortonin teoreema kuin mita kaytetdan line-
aaristen piirien analyysissi. Jonoverkkojen tapauksessa teoreema voidaan todistaa kayttden
hyviksi verkon tunnettua tasapainojakaumaa.

Kun ollaan kiinnostuneita vain verkon jonkun osan, esim. jonon ¢ kiyttdytymisestd, muu osa
verkkoa voidaan korvata “ekvivalentilla jonolla”.

EQ\ / l N asiakasta koko verkossa.
ST SO E‘ - N — n asiakasta jonossa 1.

n asiakasta muussa osassa verkkoa.

e Lasketaan lapdisy (virta) T'(n) “oiko-
- i} \EO/ —

suljetulle” systeemille asiakkaiden lu-
kumédran n funktiona.

Muun verkon korvaavalla ekvivalentil-

T(n). Jono i kiyttaytyy samoin kuin al-

(gun:T(n) l . o
E‘ n E‘ - la jonolla on tilariippuva palvelunopeus
I CP kuperéisessé verkossa.




