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JATKUVAT JAKAUMAT

Laplace-muunnos (Laplace-Stieltjes-muunnos)

Maaritelma

Fi-negatiivisen satunnaismuuttujan X > 0, jonka tiheysfunktio on f(z), Laplace-muunnos
f*(s) mééaritelladn

f(s) = /OOO e f(t)dt = Ele ]| = /OOO e A F(t) merkitaan myos Ly(s)

e Matemaattisesti kyseessé on siis tiheysfunktion Laplace-muunnos.

e Jatkuvien satunnaismuuttujien késittelyssid L-muunnoksella on sama rooli kuin
generoivalla funktiolla diskreettien muuttujien tapauksessa.

— jos X on diskreetti kokonaislukuarvoinen (> 0) sm, niin pétee f*(s) = G(e™)
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Summan Laplace-muunnos
Olkoot X ja Y riippumattomia ja niiden L-muunnokset f%(s) ja fy(s).

fiiy(s) = Ble ™))

— E[e—sXe—sY]

= Ele **|E[e "] (riippumattomuus)

= fx(s)fy(s)

fxiv(s) = fx(s)fy(s)
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Momenttien laskeminen Laplace-muunnoksen avulla

Derivoimalla nahdaan

d

£'(s) = Ble™] = Bl-Xe
Vastaavasti n:s derivaatta on
dn
F0(s) = Bl = Bl(=X)"e™]
Sn

Maaraamalla naiden arvot pisteessd s = 0 saadaan

BEX] = —f(0)
BX? = +f"(0)

ELX") = (=1)"f*"(0)
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Satunnaissumman Laplace-muunnos
Tarkastellaan satunnaissummaa
Y =X+ -+ Xy

missd X;:t ovat i.7.d. yhteisen L-muunnoksen ollessa f¥(s) ja
N > 0 on kokonaislukuarvoinen sm, jonka generoiva funktio on Gy(2).

fy(s) = E[e™]
= E[E [6—31/ | N N (ulompi odotusarvo N:n vaihteluiden yli)
= E[E [6_3<X1+'“+XN )| N ]] (sisemméssé odotusarvossa N kiinted)
— E[E[e=*XV]...Ele™¥M]]  (riippumattomuus)
|

= Gn(f5(s)) (médritelmin mukaan E[zV] = Gy (2))



J. Virtamo 38.143 Jonoteoria / Jatkuvat jakaumat 5

Laplace-muunnos ja kollektiivisten merkkien menetelméi
Annetaan Laplace-muunnokselle
ff(s)=Ele™] X>0

Tulkinta: Ajatellaan, ettd X edustaa jonkin vilin pituutta. Altistetaan tdmé vili poisso-
niselle merkintaprosessille, jonka intensiteetti on s. Télloin Laplace-muunnos f*(s) on to-
dennékoisyys sille, ettéd vali on merkiton.

P{X on merkiton} = E[P{X on merkiton| X }] (kokonaistodennékoisyys)
= E[P{vililld X on 0 tapahtumaa| X }]
= Ele™] = f*(s)
ntensiteett s P{vililla X on n tapahtumaa| X} = (S‘;ﬂ)ne_SX

bl

I P{vililla X on 0 tapahtumaa| X} = e
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Kollektiivisten merkkien menetelmé (jatkoa)

Esimerkki: Satunnaissumman Laplace-muunnos

Y=X;+---+ Xy, missa
X1~ Xy~ -+~ Xy, yhteinen L-muunnos f*(s)

N on sm., jonka generoiva funktio on Gy (z)

fi(s) = P{vilin Y mikdédn osavéli ei ole merkitty}

= Gn( fx(s) )
—

tn. ettd yksittéi-

nen osavali el ole

merkitty

tn. ettd mikdan osavéli el
ole merkitty

intensiteetti s

'

-

X, X,

Xy
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Tasainen jakauma X ~ U(a, b) (uniform distribution)

X:n tiheysfunktiolla on vakioarvo vélilld (a, b):
o a<r<b
0 muulloin

eli arvo X on valittu vililtd (a, b) umpiméahkéén.

f(x) F(x)

| |
a b g a lb i
E[X] — /_Jrozoa:f(x)dx:a;b
0 = o= Y a5
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Tasainen jakauma (jatkoa)
Olkoon Uy, . .., U, joukko riippumatomia tasanjakautuneita sm:jia, U; ~ U(0, 1)

e Niiden muuttujien lukumééiré, jotka ovat < z (0 < x < 1)) on ~ Bin(n, )

— tapahtuma {U; < z} méérittelee Bernoulli-kokeen, jossa onnistumistn. on x

e Olkoon Uy, ..., Uy, suuruusjérjestykseen pantujen arvojen jono.
Madritelladan lisdksi Uy = 0 ja Ug,pq) = 1.
Voidaan osoittaa, ettd kaikki vilit ovat samoinjakautuneita ja

P{U(i+1)—U(Z-)>CU}:(1—£U)n 1=1,...,n

— ensimmaiselle valille Uy — Ug) = Uqy) tulos on selvi, koska Uy = min(Uy, . . .
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Eksponenttijakauma X ~ Exp(A\)

(Huom. Joskus parameriksi kirjoitetaan 1/ eli jakauman keskiarvo)

X on ei-negatiivinen jatkuva sm, jonka kertyméfunktio on

l—e ™M >0 o
F(x) =
0 r <0
ja tiheysfunktio

()

B e ™™ x>0 '
ﬂ@{o r <0

Esim. puheluiden saapumisviéli; puhelun kesto
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Eksponenttijakauman Laplace-muunnos ja momentit

Exp(A)-jakautuneen satunnaismuuttujan Laplace-muunnos on

A
* [0 st -\t o
fi(s)= [ e de dt—>\+8
Taméan avulla lasketaan momentit:
E[X] - —f*'(O) - (Aﬁsﬁ —0 %
E[X2] - ‘|‘f*”(0) — (Ai);)i” s—0 X2?

VIX] = EX?]-E[X]* = &

10
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Eksponenttijakauman muistittomuusominaisuus

Oletetaan, ettd X ~ Exp(\) edustaa esim. yhteyden kestoa.

Kysytéddan, mika on tn. ettd yhteys kestédd vield vahintddn ajan x, jos se on jo kestdnyt ajan t:

P{X >t+z, X >t}
P{X >t}
P{X >t+x}
P{X >t}

e—A(t—i-ac)

P{X>t+za|X >t} =

P{X>t+z|z>t} =P{X >z}

e Yhteyden jéljelldolevan keston jakauma ei riipu lain-
kaan siitd, kauanko yhteys on jo jatkunut

e On samalla tavalla Exp()-jakautunut kuin yhteyden
kokonaiskesto.
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Esimerkki muistittomuusominaisuudesta

Jonojarjestelmassa on kaksi palvelinta. Palveluajat ovat eks-

ponentiaalisesti jakautuneita. Asiakkaan (o) saapuessa mo-
lemmat palvelimet ovat varattuja (x) mutta muita odottavia
asiakkaita ei ole.

Kysytddn: mikd on todennakoisyys, etta asiakas (o) poistuu jarjestelméstéd viimeisena?

Seuraava tapahtuma jérjestelméssé on se, ettd jompikumpi

asiakkaista (x) poistuu ja asiakas (o) siirtyy vapautuneeseen
palvelimeen.

Muistittomuudesta johtuen téstd hetkestd eteenpdin kummankin asiakkaan (o) ja (%)
palveluajat (jaljelld oleva palveluaika) ovat samalla tavalla exp-jakautuneet. Tilanne on téysin
symmetrinen ja siten todennékoisyys, etta asiakas (o) poistuu viimeisend, on 1/2.
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Eksponenttijakautuneen suureen paittymistodennikoisyys

Oletetaan, ettéd kestoltaan Exp(A)-jakautunut yhteys on jatkunut ajan ¢.
Mik4 on todennikoisyys, ettd se padattyy (infinitesimaalisen) lyhyen ajan h kuluessa?

P{X <t+h|X >t} = P{X <h} (muistittomuus)

= 1—e M
— 1—(1—>\h+%(>\h)2—---)
= M+ O(h)

Paattymistodennékoisyys aikayksikkod kohden = A (vakio!)
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Eksponenttijakautuneiden suureiden minimi ja maksimi
Oletetaan X1 ~ - -+ ~ X, ~ Exp(}) (4.1.d.)

Néaiden minimin hintatodennakoisyys on

P{min(Xy,..., X)) >z} = P{Xy >z} - --P{X, >z} (riippumattomuus)

— (G—Ax)n — e—n)\ac

Minimi noudattaa siis jakaumaa Exp(n\).

n rinnakkaista prosessia, joista kukin paatt
Minimin péittymistiheys = n\ P '] paattyy

muista riippumatta intensiteetilla, A

Maksimin kertyméfunktio on X4
\n — X |
P{max(X,....X,) <z} =(1—e ) 2 X
Odotusarvo voidaan pédtelld kuvan tarkastelun avulla N ‘ X4
— X5 |
E[max(X1 X )] _ 1 + 1 4t l o o o o o
T e (n— 1A A £
~Exp(nA) ~Exp(A)

~Exp((n-1)A)
~Exp((n-2)A)
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Erlangin jakauma X ~ Erlang(n, \) Merkit#dn myos Erlang-n(\).

X on n:n riippumattoman Exp(\)-jakautuneen sataunnaismuuttujan summa
X=X +-+X, X; ~ Exp(A)  (i.i.d.)

Sen Laplace-muunnos on

* >\ n
f (8) T (}\ 4 S)
Kédnteismuuntamalla (tai rekursiivisesti tiheysfunktioita konvoluoimalla) saadaan summan
tiheysfunktio
(Az)"t )




J. Virtamo 38.143 Jonoteoria / Jatkuvat jakaumat 16

Erlangin jakauma (jatkoa): gammajakauma

Erlangin jakauman tiheysfunktion kaava voidaan yleistdé kokonaislukujen n asemesta mieli-
valtaisille positiivisille reaaliarvoille korvaamalla kertomafunktio (n — 1)! reaaliarvoisella yleis-
tykselldédn eli gammafunktiolla I'(n):

flx) = e M Gamma(p, A)-jakauma

Gammafunktio I'(p) médritelldéan
I(p) = /oo Sy Osittaisintegroinnilla on helppo néhdé, ettd kun p
Pr=Jo % on kokonaisluku, niin todellakin I'(p) = (p — 1)!

Odotusarvo ja varianssi ovat n-kertaiset
Exp(A)-jakauman vastaaviin:
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Erlangin jakauma (jatkoa)

~Erlang(2))
Esimerkki. Jarjestelmésséd on kaksi palvelinta. Asiakkaita \
saapuu Exp(\)-jakautunein véliajoin. Joka toinen asiakas
ohjataan palvelimeen 1 ja joka toinen palevelimeen 2. T ooo
Palvelimeen saapuvien asiakkaiden viéliaikajakauma on ~Exp(A)
Erlang(2, \).
Lause. Olkoon N; tapahtumien  Todistus.
lulfuméiéu.ra t:n pituisella valilla Fr(t) = P{T, <t} =P{N, > n}
Poisson-jakautunut:
Ny ~ Poisson(\t) — Z P{N; =i} = (AT) e M
z n 2
Télloin aika 7T}, mielivaltaisesta
tapahtumasta n:teen tapah- y co AN (M)
tumaan sen jalkeen noudattaa fr = &Fnlt) = Z; T Z;L il
jakaumaa Erlang(n, A). i
Y _R 0T L =0y
S ;o | — |
) 3 i i=n (1 —1)! i—n 1
n—1
] oo
t T, (n—1)!

N; tapahtumaa
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Normaalijakauma X ~ N(u, 0?)

Parametreilla 1 ja o

2

f(;y) — 1 6_%(1’—M)2/02 Parametrit u ja o

Lause: Jos X ~ N(u,0?), niin Y = aX + 8 ~ N(au + 3, a*c?).

Todistus:
Fy(y) = P{Y <y} = P{X <8} = Fy(F)

o

_ /(?J—ﬁ)/a 1 6—%($—u)2/02d$ Z:OHZ—Fﬁ

—00 2ro

_ (Y 1 ~Lia—(a 2/(ao)?
= [ e e e g,

X —p

o)

~N(O,1)  (a=1/0, B=—p/o)

Seuraus: / =

Merkitddn ®(x):11a N(0,1)-muuttujan kertyméafunktiota. Télloin

Fy(z) = P{X < a} = P{Z < “1} = B(*4)

normaalijakautuneen satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

ovat jakau-
2mo man keskiarvo ja varianssi
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Monen muuttujan gaussinen jakauma

Olkoon Xi,..., X, joukko gaussisia (ts. normaalijakautuneita) satunnaismuuttujia, joiden
odotusarvot ovat pq, ..., i, ja kovarianssimatriisi
oty -- ol
I' = : . : OZ-QJ- = COV[XZ',XJ'] (UZZZ' - V[XZ])
On O

Merkitiin X = (Xy,..., X))t

Satunnaisvektorin X tiheysfunktio on

Fx) = s )

(2m)"|T|

missé |I'| on kovarianssimatriisin determinantti.

Muuttujanvaihdolla nihdian helposti, ettd satunnaisvektorin Z = T'~1/2(X — ) tiheysfunktio
on (2m) 2 exp(—iztz) = ome /2. .. \2me=nl?.

Siten vektorin Z komponentit ovat riippumattomia N(0,1)-jakautuneita satunnaismuuttujia.

Kaantdaen | X = p + /27 | . jonka avulla voidaan generoida X:n arvoja simuloinneissa.




