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D8/1 Tarkastellaan seuraavanlaista yksinkertaista litkenneteoreettista mallia: asiakkaat saa-
puvat Poisson-prosessin mukaisesti intensiteetilla A, palveluajat ovat riippumattomia ja
eksponentiaalisesti jakautuneita keskiarvonaan 1/u, kiytossi on yksi palvelija, odotus-
paikkojen lkm m < oo ja jonokurina FIFO. Merkitddn X (¢):114 systeemissé olevien
asiakkaiden lkm:&4 hetkelld ¢. Kyseesséd on Markov-prosessi.

(a) Mika liikennemalli on kyseessd (Kendallin merkinngin)?
(b) Piirrd X (¢):n tilasiirtymékaavio.

(
(d

(e) Milld todennékéisyydelld systeemiin hyviksytty asiakas joutuu odottamaan?

)
)
c) Johda X (t):n tasapainojakauma.
) Milld todennékoisyydelld uusi asiakas menetetién?
)

D8/2 Tarkastellaan tyyppid M/M/2/3 olevaa liikenneteoreettista mallia, jossa asiakkaiden
saapumisten véliaika on keskimédrin 1/)\ aikayksikkod ja jossa asiakkaan keskim#i-
riinen palveluaika on 1/p aikayksikkod. Merkitddn X (¢):114 systeemisséd olevien asi-
akkaiden lukuméaraé hetkelld ¢. Kyseessd on Markov-prosessi.

(a) Piirrd X (¢):n tilasiirtymékaavio.
(b) Johda X (¢):n tasapainojakauma.
)
)

(c

(d) Miki on systeemin keskiméérdinen kdyttoaste tapauksessa A\ = p?

Milla todennikoisyydelld uusi asiakas menetetdén tapauksessa A = u?

D8/3 Tarkastellaan kahden palvelijan (estollista) jonotusjérjestelméé, jossa on yksi odotus-
paikka. Kuten tehtdvéssd D7/3 asiakkaat saapuvat systeemiin ryppéiné, joiden koko on
1 tai 2 asiakasta. Kumpikin rypéaskoko on yhté todenndkoinen. Asiakasryppéitd saapuu
Poisson-prosessin mukaisesti intensiteetilla A. Asiakasrypés menetetdin kokonaan, jos
systeemi on tdynné ryppddn saapuessa. Jos taas systeemin odotuspaikka on vapaa ja
sinne pyrkii kahden asiakkaan rypés, toinen asiakkaista menetetddn. Vaikka asiakkaat
saapuvat ryppdiné, heidat palvellaan yksitellen. Yksittédisen asiakkaan palveluaika nou-
dattaa muista riippumatta Exp(u)-jakaumaa. Merkitdén X (¢):114 systeemissé olevien
asiakkaiden lukuméaras. Kyseessd on Markov-prosessi.

(a) Piirrd X (¢):n tilasiirtymékaavio.
(b

)
) Johda X (¢):n tasapainojakauma.
¢) Miké on systeemin keskiméiriinen kiyttoaste tapauksessa A = u?
Yy
)

(d) Miki on systeemin hyviksyttyjen asiakkaiden keskiméérdinen odotusaika tapauk-
sessa 1/A =1/u =1 (aikayksikks)?




D8/1 (a) Kyseessid on M/M/1/N-malli, missi N = m + 1.

(b) Markov-prosessin X (¢) tilasiirtymékaavio on esitetty kuvassa 1.

(o) € >eee > (V)

(¢)

Kuva 1: [D8/1] Tilasiirtymékaavio.

Kyseessi on selvistikin pelkistyméton syntymé-kuolema-prosessi (L6/16). Koska
tila-avaruus on dé&rellinen, tasapainojakauma 7 on olemassa, ja se l6ytyy lokaalien
tasapainoehtojen ja normeerausehdon avulla (L6/17).
Kirjoitetaan ensin lokaalit tasapainoehdot (LBE) vierekkiisille tilapareille (i —
1,7),i=1,...,N:
T 1A = [

Tésté saadaan rekursiivisesti

A A Ay ,

mi=mio—=mia(=) = ... =m(5) = mop',
I p p

missé p = \/p. Puuttuva todennikoisyys my selvidd normeerausehdosta (N):

N
7T0+7T1+...+7TN:7TQZpi:1
=0

Néiin ollen .
Ni1 Jos p=1,
1—p

1— pN+D

T =
muutoin.

Tasapainojakaumaksi tulee siis katkaistu geometrinen jakauma (joka erikoistapauk-
sessa p = 1 johtaa diskreettiin tasajakaumaan):

1

~ T jos p=1,
= ﬁtbﬁ (i=0,1,...,N)
m, muutoin.

Asiakas menetetédiin, jos systeemi on tdynné asiakkaan saapuessa. Poisson-prosessin
PASTA-ominaisuuden (L5/28) nojalla timén tapahtuman todenniksisyys on sama
kuin tasapainojakauman vastaavan tilan todenndkoéisyys . Siis

1
N1 Jos p=1,
P{“asiakas menetetdén”} = P{X = N} =7y = (1 i_ p)pN
—_—, muutoin.
1— pN—l—l



(e) Vain tapauksessa, ettd systeemi on tyhjd, systeemiin hyviksytty asiakas padsee
suoraan palveluun eikd joudu odottamaan. PASTA-ominaisuuden nojalla voidaan
tarvittavat todennékoisyydet laskea tasapainojakaumasta. Néin ollen

P{“asiakas joutuu odottamaan” | “hyviksytty systeemiin” }
—1-P{X=0]|X<N}
P{X =0}
- P{X <N}
_1__To

1—mn
N-1

Y Jos p=1,

, muutoin.

D8/2 (a) Markov-prosessin X (¢) tilasiirtymékaavio on esitetty kuvassa 2.

A A A

@): (1T (2 T ’(@

1 2p 2p

Kuva 2: [D8/2] Tilasiirtymékaavio.

(b) Kyseessi on selviistikin pelkistyméton syntymé-kuolema-prosessi (L6/16). Koska
tila-avaruus on dé&rellinen, tasapainojakauma 7 on olemassa, ja se l6ytyy lokaalien
tasapainoehtojen ja normeerausehdon avulla (L6/17).

Kirjoitetaan ensin lokaalit tasapainoehdot (LBE) vierekkéisille tilapareille:
7T0)\=7T1/L, 7T1)\=7T22/L, 7T2)\=7T32M

Tésté ratkaistaan muut todennékoisyydet mg:n funktiona:

A 1A, 1A
T =70 T2=To7\—), T7T3=T70(—
. 50 i

Puuttuva todennékéisyys mo selvidd normeerausehdosta (N):

To+m+...+7TN =T <1+%+%(%)2+i(%)3> =1
Niin ollen tasapainojakaumaksi tulee
_ ! _ .
B R P e T R o T e e
1
2= ) ?(§)2 Tas M7 ) %(?)3 1A
T+ 4+ +3(3)° T+ +3G)2+2(0)°



Kohtia (c) ja (d) varten lasketaan tasapainojakauma tapauksessa A\ = pu:

4 2 1

4
To=— =0.36, m =0.36, m =17 =018, m = =0.09

11 11

(c) Asiakas menetetéin, jos systeemi on téynné asiakkaan saapuessa. Poisson-prosessin
PASTA-ominaisuuden (L5/28) nojalla timén tapahtuman todennékdéisyys on sama
kuin tasapainojakauman vastaavan tilan todennékoisyys . Siis

1
P{“asiakas menetetdén” } = 73 = = 0.09

(d) Lasketaan ensin keskimédrin kiytossé olevien palvelijoiden lukuméérd E[Xg]:
4 2 1 10
ElXg| = 2 =—+4+2(—+—-)=-—-—=091
Xs] =m142ma 4 m) = 7 + (11+11) 11

Systeemin keskimé#riinen kiyttoaste E[U] on keskiméérin kiytossé olevien palveli-
joiden lukumé&éran suhde palvelijoiden kokonaismé&arasn:

EXs] 1 5
E[U] = [nS]:12_1:ﬁ2045

D8/3 (a) Markov-prosessin X (¢) tilasiirtymékaavio on esitetty kuvassa 3.

Kuva 3: [D8/3] Tilasiirtymékaavio.

(b) Kyseessid on selvistikin pelkistyméton Markov-prosessi. Koska tila-avaruus on
adrellinen, tasapainojakauma 7 on olemassa, ja se loytyy globaalien tasapaino-
ehtojen ja normeerausehdon avulla.

Kirjoitetaan ensin globaalit tasapainoehdot (GBE) tiloille 0, 1 ja 2:

A A
mA = mip, mA+p) =m0 5 F 20 m(A+2p) = mog s 2

Tésté ratkaistaan muut todennékoisyydet mg:n funktiona:
A 1A 1, Ao 3 A9 1, A5
T =T m Tg = T (Z(;) + 5(;) ) ;M3 =T (g(;) + Z( )
Puuttuva todennikoisyys mg selvidéd normeerausehdosta (N):

5 A T Ao 1. A3
o + ™ + Mo 7T0< +4(M)+ 8(M) +4(M) ) ,



joten tasapainojakaumaksi tulee

A
o= 5 (X 71,\2 T a3 1T YR SE P CIRYZNER
1+ 2(0) + 3552 +1(5) T+ 30+ 552 +1(3)
1Ay 4 1(A)2 3(A\2 4 1(A\3
Yy 1(5)+3(%) o= (2 +1(2)
L+ 55 + 52+ 1(5)° L+ 53+ 522+ 52

Kohtia (c) ja (d) varten lasketaan tasapainojakauma tapauksessa A\ = pu:

8 8 6 5
= — . = — . = — = _22 = — = _1
I 57 0.30, m 57 0.30, mo 57 0.22, 73 57 0.19

Lasketaan ensin kdytossd olevien palvelijoiden lukuméirin odotusarvo E[Xg]:
8 6 5 10
E[Xg] = 2 ==4+2-(=+=)=—=111
Xs = m ot 2 ) = g7 (27+27) 9

Systeemin keskimé#riinen kiyttoaste E[U] on keskiméérin kiytossé olevien palveli-
joiden lukumé&éran suhde palvelijoiden kokonaismé&arasn:
EXs] § 5

E[U] = =2 == =0.56
0] =— 5

\V)

Tilassa 3 yksi asiakas on odottamassa. Muissa tiloissa ei asiakkaita ole odotta-
massa. Néin ollen odottavien asiakkaiden lukuméérin odotusarvo E[Xw] on yhtd
kuin tilan 3 todennékéisyys 73,

5
FXw|=m3=—=0.19
Kw]=m =57
Jotta voisimme kéyttdd Littlen kaavaa keskimé#rédisen odotusajan laskemiseen,
meidén on tiedettévé, milld intensiteetilld A, 1504 Systeemiin hyviksytéén uusia
asiakkaita. Télle patee

)‘carried = A(1 = Bc),

missd Be on todennékdisyys, ettd saapuva asiakas menetetédédn. Menetystoden-
nékoisyys Bc voidaan laskea jakamalla keskimé&érin yhdestd ryppdéstd menetet-
tyjen asiakkaiden lukuméird F[L] saapuvan ryppddn keskikoolla F[A]. Saapu-
van ryppddn koko on systeemin tilasta riippumaton satunnaismuuttuja, jolla on
odotusarvo

1 1 3
E[A]:1-P{A:1}—|—2-P{A:2}:1-5—1—2-5:5:1.50
Toisaalta taas Poisson-prosessin PASTA-ominaisuuden (L5/28) nojalla saapuva
rypds nikee systeemin tasapainossa. Néin ollen keskimé&&rin ryppaéstd menetetta-

vien asiakkaiden lukuméaéiri on

E[L] = 7T2(1-P{A=2})+7T3(1-P{A:1}+2-P{A:2})
= 7T2P{A=2}+7T3E[A]2227'34—;7';:%:0.39



Naiin ollen
7

:2—7:

B[L]

c= Bl = 0.26,

w|w|§|\1

joten Littlen kaavan (L1/31) perusteella systeemiin hyviiksyttyjen asiakkaiden
keskimé#&rédinen odotusaika on

E[X E[X = 1
EW] = Awl _ ElXw] _ o =5 =025 (aikayksikko#)

)‘carried Al — Bc) 1 - 2l7




