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D6/1 Markov-prosessin X (t) tila-avaruus on {0, 1, 2}. Tilasiirtymé&intensiteetit ¢;; on koottu

siirtymématriisiin @ = (g;; | 4,7 = 0, 1,2), missé ¢;; = —¢; kaikilla i:
-1 1 0
Q= 0 -1 1

1 p —(1+p)
(a) Piirrd X (¢):n tilasiirtymékaavio.
(b) Johda X (¢):n tasapainojakauma.
(c) Miten kiy, jos pu on hyvin suuri tai hyvin pieni?

D6/2 Markov-prosessin X (t) tila-avaruus on {0, 1, 2, 3}. Tilasiirtyma&intensiteetit g;; on koot-
tu siirtymamatriisiin @ = (g;; | 4,4 = 0,1, 2, 3), missé ¢;; = —¢; kaikilla i

3 2 0 1
1 -3 2 0
Q= 0 1 -3 2

(a) Piirrd X (¢):n tilasiirtymékaavio.
(b) Johda X (t):n tasapainojakauma.
(c) Onko prosessi kddntyvé, ts. toteutuvatko lokaalit tasapainoyhtilot (LBE)?

D6/3 Ns. Ehrenfestin mallia kiytettiin aikanaan valaisemaan termodynamiikan toiseen pa-
sdantoon liittyvad ndenndistd ristiriitaa. Malli voidaan kuvata seuraavasti. Suljettu
jarjestelmé muodostuu N:sta satunnaisesti liikkuvasta kaasumolekyylistd ja kahdes-
ta sdiliostéd, jotka on yhdistetty siten, ettd kukin molekyyli vaihtaa séiliota riippumat-
tomasti muista molekyyleisté vakiointensiteetilla A. Merkitdan X (¢):114 toisessa séiliossé
olevien molekyylien lukumééraé. Kyseessd on selvéstikin Markov-prosessi.

(a) Piirrd X (¢):n tilasiirtymékaavio.
(b) Johda X (¢):n tasapainojakauma.

(c) Vertaa ehdollisia todenndkoisyyksia P{X(t) = N | X(0) = N/2} ja P{X(t) =
N/2| X(0) = N}, kun N on parillinen ja ¢ hyvin suuri.




D6/1

(a)

Markov-prosessin X (¢) tilasiirtymékaavio (L6/9) on esitetty kuvassa 1, vrt. L6,/12.

D6/2

(b)

(a)

Kuva 1: [D6/1] Tilasiirtymékaavio.

Kyseessi on selvistikin pelkistyméton Markov-prosessi (L6/10). Koska tila-avaruus
on dédrellinen, tasapainojakauma 7 on olemassa, ja se 16ytyy globaalien tasapaino-
ehtojen ja normeerausehdon avulla (L6/11).

Kirjoitetaan ensin globaalit tasapainoehdot (GBE) tiloille 0 ja 1:

Ty = Mo, MW = T+ M2t
Tastéd ratkaistaan muut todennékoisyydet mg:n funktiona:
m =mo(1+ p), m=mp
Puuttuva todennikoisyys mg selvidd normeerausehdosta (N):
o+ + 7 =mo(1+ (14+p) +1) =7m(3+p) =1,

joten tasapainojakaumaksi tulee

1 14+ p 1
=5 T =5, M2=
3+ p 3+ pu 3+pu

Jos p — oo, niin prosessi on lopulta l&hes aina tilassa 1 (71 — 1 ja m; — 0 muilla
Jos taas p — 0, niin prosessi hyppii lopulta tilasta toiseen jérjestyksessa 0 — 1 —
2 — 0 eksponentiaalisin véliajoin intensiteetilla 1, joten tuloksena on tasajakauma
(m; — 1/3 kaikilla ).

Markov-prosessin X (¢) tilasiirtymékaavio (L6/9) on esitetty kuvassa 2.

Kyseessi on selvistikin pelkistyméton Markov-prosessi (L6/10). Koska tila-avaruus
on dérellinen, tasapainojakauma 7 on olemassa. Tilasiirtymékaaviosta havaitaan,
ettd kaikki tilat ovat symmetrisessé asemassa: ainoa mahdollinen jakauma on siis
tasajakauma. Koska tiloja on 4 kpl, kunkin tilan tasapainotodennékoisyys on

1

Ratkaisun oikeellisuudesta voi vield vakuuttautua toteamalla, ettéd seké globaalit
tasapainoehdot (GBE)

3mg = 2mwg +m, 3w =27+ me, 3me =2m + 73, 37wy = 2w+ Mg



D6/3

(a)

Kuva 2: [D6/2] Tilasiirtymékaavio.

ettd normeerausehto (N)
mo+m +me+my=1

tayttyvat télle jakaumalle.

Kirjoitetaan esim. tilojen 0 ja 1 vélinen lokaali tasapainoehto (LBE):
219 = M1

Prosessin tasapainojakauma, jolle my = 71, ei selvéstikéddn toteuta ko. ehtoa. Pro-
sessi ei siis ole kddntyva.

Markov-prosessin X (¢) tilasiirtymékaavio (L6/9) on esitetty kuvassa 3.

NA (N-D)n 2 A

O (1 % >eoe > ()

A 2 (N-1)L NA

Kuva 3: [D6/3] Tilasiirtymékaavio.

Kyseessi on selviistikin pelkistyméton syntymé-kuolema-prosessi (L6/16). Koska
tila-avaruus on dé&rellinen, tasapainojakauma 7 on olemassa, ja se 16ytyy lokaalien
tasapainoehtojen ja normeerausehdon avulla (L6/17).

Kirjoitetaan ensin lokaalit tasapainoehdot (LBE) vierekkiisille tiloille i — 1 ja 1,
missd i =1,..., N:
7TZ‘_1(N — 1+ 1))\ =M 1A

Tasté saadaan rekursiivisesti

N—i+1
T = Tl T
(N—i+1)(N—i+2)

= Ti-2 ’L(’L—l) =...

(N—i+1)(N—i+2)---N
i(i—1)---1

= 7'('0



Puuttuva todennékéisyys mo selvidd normeerausehdosta (N):

joten

ja tasapainojakaumaksi tulee binomijakauma Bin(N, 1/2),

1 N
w:<]j)<§) ., i=0,1,...,N

Kun t kasvaa rajatta, niin alkutilan merkitys hévida ja tilatodennékoéisyydet
lahestyvat tasapainojakaumaa. Néin ollen

P{X(t)=N|X(0)=N/2} = nn ja P{X(t)=N/2|X(0)=N}— mn/
Esimerkiksi tapauksessa N = 50,
TN =89-10""% ja mys=0.11

Adritilan (missé kaikki molekyylit ovat yhdessi astiassa toisen ollessa tyhji) to-
denn&kodisyys tulee siis ajan myota hdvidvan pieneksi, entropia systeemissé kasvaa,
ja molekyylit hajaantuvat suurinpiirtein tasaisesti kahden siilion vélille.



