5. Stokastiset prosessit (1)

Sisélto

Peruskasitteita
Poisson-prosessi

Stokastiset prosessit (1)

Stokastiset prosessit (2)

Tarkastellaan jotakin (liikenneteorian kannalta tai sitten muuten)
kiinnostavaa jérjestelmaéa kuvaavaa suuretta
Tyypillisesti se kehittyy ajan my6ta satunnaisesti
— Esim. 1. varattujen kanavien lkm puhelinverkon linkissa
hetkelld ¢ tai n:nnen asiakkaan saapuessa
— Esim. 2. pakettien Ikm tilastollisen kanavointilaitteen puskurissa
hetkelld ¢ tai n:nnen asiakkaan saapuessa
Stokastinen prosessi kuvaa téllaista ajan myé6ta satunnaisesti
tapahtuvaa kehitysta
— Milla tahansa yksittaisella hetkella ¢ (tai ») jarjestelmaa kuvaa yksittéainen
satunnaismuuttuja

— Nain ollen stokastinen prosessi voidaan maaritella kokoelmaksi
satunnaismuuttujia

Maar. Reaaliarvoinen stokastinen prosessi X = (X, | 7 € ) (stochastic
process) on kokoelma satunnaismuuttujia X,

— jotka saavat arvoja jossakin reaalilukujen osajoukossa S, X(o) € S, ja

— joita indeksoi reaaliarvoinen (aikaa kuvaava) parametri t € I.
Stokastisia prosesseja kutsutaan joskus my6s satunnaisprosesseiksi
(random process) tai lyhyesti prosesseiksi

Indeksijoukkoa / — R sanotaan prosessin parametriavaruudeksi
(parameter space)

Arvojoukkoa S c ‘R taas sanotaan prosessin tila-avaruudeksi
(state space)

Huom. Usein merkinnélla X, tarkoitetaan koko prosessia (eik&
pelkéstadan yksittaista, johonkin tiettyyn ajanhetkeen ¢ liittyvaa
satunnaismuuttujaa)




Stokastiset prosessit (3)

Jokainen yksittéinen satunnaismuuttuja X; on kuvaus
otosavaruudelta Q reaalilukujen joukkoon R:

X; Q>R o X, (o)

Stokastisen prosessin X voidaan nain ollen ajatella olevan kuvauksen
otosavaruudelta Q2 reaaliarvoisten funktioiden joukkoon R/
(argumenttinaan parametri ¢t € 1):

X:Q-%R o X(0)

Jokaiseen alkeistapaukseen o € Q liittyy reaaliarvoinen funktio X(®).
Funktiota X(®) kutsutaan prosessin reaalisatioksi (realization) [eli
poluksi (path) eli trajektoriksi (trajectory)].

Yhteenveto

* Annetulla alkeistapauksella ® € Q

- X(0) = (X[(0) |t € I) on reaaliarvoinen funktio (argumenttinaan ¢ € /)
* Annetulla ajanhetkella ¢ € 1,

- X,=(X(0)| o € Q) on satunnaismuuttuja (kun ® € Q)
* Annetulla alkeistapauksella ® € Q ja ajanhetkella ¢ € 1,

- X/(o) on reaaliluku

Esimerkki

Tarkastellaan liikenneprosessia X = (X, | # € [0,T]) kahden
puhelinkeskuksen valisella linkilla jollakin aikavalilla [0,7]

— X, kertoo varattujen kanavien lkm:n hetkell& ¢

Alkeistapaus » € Q ilmaisee

— miké on varattujen kanavien lkm X, hetkell& 0,

— mitk& ovat ndiden X:n puhelun jéljelldolevat pitoajat,

— milla ajanhetkilla saapuu uusia kutsuja, ja

— mitka ovat naiden uusien kutsujen pitoajat.
Naiden tietojen perusteella on mahdollista konstruoida
likenneprosessin X reaalisaatio X(®)

— Alkeistapaus o siis siséltéda kaiken prosessin kulkuun vaikuttavan
satunnaisuuden

— Annetulla alkeistapauksella ® prosessin reaalisaatio X(®) on vain
deterministinen reaaliarvoinen funktio
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Prosessien luokittelusta

Esimerkkeja

Palautetaan mieliin:
— Parametriavaruus = indeksijoukko / (¢ € /)
— Tila-avaruus = arvojoukko S (X,(®) € S)
Luokitteluja:
— Parametriavaruuden tyyppiin perustuva:
» Diskreettiaikaiset prosessit: parametriavaruus diskreetti
« Jatkuva-aikaiset prosessit: parametriavaruus jatkuva
— Tila-avaruuden tyyppiin perustuva:
« Diskreettitilaiset prosessit: tila-avaruus diskreetti
» Jatkuvatilaiset prosessit: tila-avaruus jatkuva
Talla kurssilla keskitymme diskreettitilaisiin prosesseihin (jotka siis
voivat olla diskreetti- tai jatkuva-aikaisia)

— Tyypillinen prosessi kuvaa asiakkaiden lkm:aé jossakin jonosysteemissa
(jolloin tila-avaruudeksi tulee S = {0,1,2,...})

Diskreettiaikaisia ja diskreettitilaisia prosesseja
— Esim. 1. varattujen kanavien lkm puhelinverkon linkissa
n:nnen kutsun saapuessa, n = 1,2,...
— Esim. 2. pakettien Ikm reitittimen ulosmenolinkin puskurissa
n:nnen paketin saapuessa, n = 1,2,...
Jatkuva-aikaisia ja diskreettitilaisia prosesseja
— Esim. 3. varattujen kanavien Ikm puhelinverkon linkissa
hetkella 7 > 0
— Esim. 4. pakettien Ikm reitittimen ulosmenolinkin puskurissa
hetkella 7 > 0

Merkintoja

Jakauma

Diskreettiaikaiselle prosessille
— parametriavaruus on tyypillisesti kaikkien positiivisten kokonaislukujen
joukko, 7= {1,2,...}
— indeksi # korvataan tall6in (usein) indeksillé n: X, X, (o)

Jatkuva-aikaiselle prosessille
— parametriavaruus on tyypillisesti joko jokin aarellinen vali, / = [0, T, tai
sitten kaikkien ei-negatiivisten reaalilukujen joukko, 7 = [0, )
— indeksi  kirjoitetaan talléin (usein) prosessia kuvaavan symbolin jalkeen
sulkuihin (eika alaindeksiksi): X(7), X (#;0)

Stokastisen prosessin jakauman (distribution) maaraavat sen
aarellisulotteiset jakaumat (finite-dimensional distributions)

P{th SXI,...,th an}

missé t,..., 1, € I, xy,...,x, € Sjan=1.2,...

Yleensa naiden aéarellisulotteistenkaan jakaumien maardaminen ei ole
helppoa satunnaismuuttujien X, vélisten riippuvuuksien vuoksi
Diskreettitilaiselle prosessille riittda tarkastella tyyppia

P{Xy =x1500, X =X}

olevia todennakdisyyksia (vrt. diskreetin sm:n ptnf vs. kf)




Riippuvuus

« Kaikkein yksinkertaisin (mutta ei kovinkaan kiinnostava) esimerkki
stokastisesta prosessista saadaan ottamalla joukko tdydellisesti
riippumattomia satunnaismuuttujia X,. Talléin

P{Xy < x5 Xy S Xp}= PLX <xp}e- PUX, <X}

* Yksinkertaisin ei-triviaali esimerkki on Markov-prosessi.
Diskreettitilaiselle Markov-prosessille patee

P{th :.XI,...,th an}z
P{Xll :xl}'P{th =X |th =X1}"'P{th =Xp |Xl‘n_1 =xn—1}

« Tama liittyy ns. Markov-ominaisuuteen:
— Jos Markov-prosessin nykytila tunnetaan, prosessin tulevaisuus
ei mitenkaan riipu prosessin aiemmasta menneisyydesta (eli siita,
miten nykytilaan on tultu). 13

Stationaarisuus

Maar. Stokastinen prosessi X on stationaarinen (stationary), jos kaikki
aarellisulotteiset jakaumat ovat ajan siirron suhteen invariantteja, ts.

P{Xy op <X Xy op <X} =P{X,, <31, X, <X}

kaikilla A, n, 1,,..., 1, jax,..., X,
Seuraus: Valinnalla » = 1 ndhdaan, etta stationaarisen prosessin kaikki

yksittaiset satunnaismuuttujat X, ovat samoin jakautuneita, ts. kaikilla ¢
P{X, <x}=F(x)

Ko. jakaumaa sanotaan prosessin stationaariseksi jakaumaksi
(stationary distribution).

Stokastiset prosessit liikenneteoriassa

« Talla kurssilla (ja liikenneteoriassa yleisemminkin) stokastisilla
prosessilla kuvataan
— saapumisprosessia (arrival process), so.
asiakkaiden saapumista johonkin jarjestelmaan
— tilaprosessia (state process), so.
ko. jarjestelman tilaa
* Huom. Jalkimmaisesta kaytetddn myds nimitysta liilkenneprosessi
(traffic process)

Saapumisprosessi

Saapumisprosessi voidaan kuvata

— joko pisteprosessina (1, | n = 1,2,...), missé 1, kertoo n:nnen asiakkaan
saapumishetken (diskreettiaikainen, jatkuvatilainen)

* kasvava: 1, > 1, kaikilla n (ndin ollen epéstationaarinen!)

* yleensa oletetaan, ettéd saapumisten véliset véliajat T, — 7, | ovat
riippumattomia ja samoin jakautuneita (IID) = uusiutumisprosessi

« tallgin riittad maaritella valiaikojen jakauma

» eksponentiaalisesti jakautuneet véliajat = Poisson-prosessi

— tai laskuriprosessina (4(?) | t > 0), missa A(f) kertoo hetkeen ¢ mennessa
saapuneiden asiakkaiden lkm:n (jatkuva-aikainen, diskreettitilainen)

+ kasvava: A(t + A) > A(?) kaikilla #,A > 0 (néin ollen epéastationaarinen!)

* riippumattomat lisaykset, missé A(f + A) — A(f) noudattaa Poisson(AA)-
jakaumaa = Poisson-prosessi




Tilaprosessi

Sisélto

Yksinkertaisessa tapauksessa
— systeemin tilaa kuvaa pelkka kokonaisluku
+ esim. asiakkaiden lkm X(?) hetkella ¢
Monimutkaisemmassa tapauksessa
— systeemin tilana on kokonaislukuarvoinen vektori
* esim. esto- ja jonoverkkomallit
Tyypillisesti ollaan kiinnostuneita,
— onko tilaprosessilla stationaarista jakaumaa
— jajos on, mika se on
Huom. Vaikka systeemin tila ei noudattaisikaan alkuhetkelld 0
stationaarista jakaumaa, monessa tapauksessa tilajakauma lahestyy
sitd, kun t - ©

Peruskasitteita
Poisson-prosessi

Bernoulli-prosessi

Poisson-prosessin maaritelma

Maar. Bernoulli-prosessi (X, | n=1,2,...) onnistumistodennakéisyy-
tendan p on sarja riippumattomia Bernoulli-toistokokeita (joissa kaikissa
onnistumistodenndkdisyys on vakio p)
Kyseessa on selvastikin diskreettiaikainen ja diskreettitilainen prosessi
— Parametriavaruus: 7= {1,2,...}
— Tila-avaruus: S = {0,1}
Asrellisulotteiset jakaumat (huom. X, 't ovat IID):

PiX) = X1 Xy = X} = PUX) = 2y} PUXG, = X5

n
x; =3z D% n—y . X;
=[lp7 " (-p) " =p='(1-p) =
i=1
Bernoulli-prosessi on stationaarinen (stationaarisena jakaumana
Bernoulli(p)-jakauma)

Bernoulli-prosessin jatkuva-aikainen vastine on Poisson-prosessi

— kyseessé on pisteprosessi (1, | 7 = 1,2,...), miss& 1, kertoo n:nnen

tapahtuman (esim. asiakkaan saapuminen) tapahtumahetken

— Bernoulli-prosessin ‘epdonnistumista’ vastaa ‘asiakkaan saapuminen’
Maar. 1. Pisteprosessia (7, | n = 1,2,...) sanotaan Poisson-
prosessiksi intensiteettinaan A, jos lyhyella aikavalilla (z, #+4]
saapuu uusi asiakas tn:lla A4 + o(h) (muista aikavaleista riippumatta)

— o(h) viittaa sellaiseen funktioon, jolle o(#)/h — 0, kun 7 — 0

— uusia asiakkaita saapuu vakiointensiteetilla A: (A + o(h))/h —> L

— tn, etta valille (¢, #+/] ei satu saapumista on 1 — A% + o(h)

Nain maariteltyné Poisson-prosessi on diskreettiaikainen ja
jatkuvatilainen

— parametriavaruus: /= {1,2,...}
— tila-avaruus: S = (0, )
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Poisson-prosessi, toinen maaritelma

Poisson-prosessi, kolmas maaritelma (1)

Tarkastellaan kahden saapumisen véliaikaa t, — 1, | (merk. 1, = 0)

— Koska saapumisintensiteetti pysyy vakiona, véliajan paattyminen lyhyella
aikavalilla (z, t+h], kun se on jo kestanyt ajan ¢, ei riipu #:sté (eikd muista
aiemmista saapumisista)

— Nain ollen saapumisten véliajat ovat riippumattomia ja liséksi niilld on ns.
unohtavaisuusominaisuus, mikd ominaisuus jatkuvista jakaumista on vain
eksponenttijakaumalla

Maar. 2. Pisteprosessia (7, | 7 = 1,2,...) sanotaan Poisson-
prosessiksi intensiteettindan A, jos saapumisten valiajat t, — 7,_;
ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita (IID) yhteisena
jakaumanaan Exp()
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Tarkastellaan lopuksi valilla [0,7] saapuneiden asiakkaiden lkm:&a A(z)

— Bernoulli-prosessissa kiintealla aikavalilla sattuneiden epaonnistumisten lkm
noudattaa binomijakaumaa. Kun aikavaélia lyhennetdan, saadaan sopivasti
skaalaamalla rajatapauksena Poisson-jakauma.

— Huom. 4(0)=0
Maar. 3. Laskuriprosessia (4(¢) | t > 0) sanotaan Poisson-prosessiksi
intensiteettindan A, jos ko. prosessin lisdykset yhteispisteettémilla
véleilla ovat riippumattomia ja noudattavat Poisson-jakaumaa
seuraavasti:

A(t+A)— A(t) ~ Poisson(AA)

Na&in maariteltyna Poisson-prosessi on jatkuva-aikainen ja
diskreettitilainen

— parametriavaruus: / = [0, o)

— ftila-avaruus: S = {0,1,2,...} 22

Poisson-prosessi, kolmas maaritelma (2)

Kolme eri tapaa luonnehtia Poisson-prosessia

Yksiulotteinen jakauma: A4(7) ~ Poisson(\7)
— E[A(0)] = At, DHA(D)] = Mt
Aarellisulotteiset jakaumat (eri vélien riippumattomuuden nojalla):

P{A(tl) = xla'"aA(tn) = xn} =
P{A(t1) = x1} P{A(ty) — A(ty) = xg — xq } -~
P{A(t,_1) — A(t,) = x,, — X1}

Huom. Laskuriprosessina maaritelty Poisson-prosessi ei ole
stationaarinen, mutta silld on stationaariset lisdykset

— ei siis stationaarista jakaumaakaan mutta riippumattomat ja samoin
jakautuneet lisdykset

23

Voidaan osoittaa, ettd kaikki kolme Poisson-prosessin maaritelmaa
ovat yhtapitavia

A

T,—T
<4 3y

T TrT3 Ty

\ \ei saapumista tn:lla 1-Ak+o(h)
saapuminen tn:lla Ah+o(h)

24




Poisson-prosessin ominaisuuksia (1)

Poisson-prosessin ominaisuuksia (2)

* Ominaisuus 1 (Summa): Olkoot 4,(7) ja A,(?) riippumattomia Poisson-
prosesseja intensiteetein | ja A,. Talléin niiden summaprosessi (eli ns.
superpositio) 4;(¢) + A,(f) on Poisson-prosessi intensiteetilld A + A,.

* Tod. Tarkastellaan lyhytta aikavalia (z, #+h]:
— tn, ettei ko. valille satu saapumisia kummassakaan prosessissa, on

(1= Ah+o(h))(1 = Aph+o(h)) = 1= (A4 + A )h + o(h)
— toisaalta, tdasmalleen yhden saapumisen tn on
(Yh+o(h)A=Ah+o(h))+ (- 4h+o(h))(Arh+o(h))
=4 +A)h+o(h)
Ao

A
A, b
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Ominaisuus 2 (Satunnaispoiminta): Olkoon 1, Poisson-prosessi
intensiteettindén A. Merk. c,,:ll& osaprosessia, johon on valittu pisteet
alkuperdisesta prosessista t1,, satunnaisesti ja rippumattomasti
poimimalla (tn:ll& p). Talléin G, on Poisson-prosessi intensiteetillé pA.

Tod. Tarkastellaan lyhytta aikavalia (¢, t+4]:
— tn, ettei ko. valilla ole saapumisia satunnaispoiminnan jéalkeen, on

(1=2Ah+o0(h))+ (- p)(Ah+o(h))=1— pAh+o(h)
— toisaalta, tdsmalleen yhden saapumisen tn on

p(Ah+o(h)) = pAh+o(h)

Poisson-prosessin ominaisuuksia (3)

Poisson-prosessin ominaisuuksia (4)

* Ominaisuus 3 (Satunnaislajittelu): Olkoon t, Poisson-prosessi
intensiteettindzan L. Merk. Gn(l)Z”é osaprosessia, johon on valittu pisteet
alkuperdisesta prosessista 1, satunnaisesti ja rippumattomasti
poimimalla (tn:lla p), ja ¢ @113 jéljelle jaavista pisteistd muodostettua
osaprosessia. Talléin o, (1) ja &,(>) ovat riippumattomia Poisson-
prosesseja intensiteeteilla pA ja (1 — p)A.

* Tod. Ominaisuuden 2 nojalla riittaisi osoittaa, etté prosessit ovat
rippumattomia. Todistus kuitenkin sivuutetaan talla kurssilla.

Ao
Ap o
M1-p)t
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Ominaisuus 4 (PASTA): Tarkastellaan (stabiilia) jarjestelmaa, johon
saapuu uusia asiakkaita Poisson-prosessin mukaisesti. Merkitaan
X(#):11a systeemin tilaa hetkell& 7 (jatkuva-aikainen prosessi) ja Y, :ll&
systeemin tilaa n:nnen asiakkaan saapumishetkella (diskreettiaikainen
prosessi). N&illa kahdella prosessilla on tdsmaélleen sama stationaarinen
jakauma.
Voidaan siis sanoa, etté
— “saapuva asiakas nakee systeemin tasapainotilassa”
— PASTA = “Poisson Arrivals See Time Averages”
Huom. PASTA-ominaisuus on Poisson-prosessin erityisominaisuus
— eika se siis ole voimassa muille saapumisprosesseille
— Tarkastellaan esim. systeemia, jossa on vain yksi on-off-tyyppinen asiakas
(“oma PC”). Poistuttuaan systeemisté asiakas palaa sinne satunnaisen ajan
kuluttua. Téllainen asiakas ndkee systeemin aina tyhjéna sinne saapues-
saan. Sen sijaan jatkuvassa ajassa tarkasteltuna ko. systeemi on vain
ajoittain tyhjana. 28




Esimerkki (1)

Yhteyspyyntoja tulee palvelimelle Poisson-prosessin mukaisesti
keskimaarin A = 5 kertaa minuutissa.

Milld todennakéisyydellda seuraavan 30 sekunnin aikana tulee tasan
2 pyynt6a?

— Aikavalissa saapuneiden yhteyspyyntdjen lukumaara on Poisson-jakautunut
parametrilla AA = (5/60)-30 = 2.5, joten

A(t+30)— A(f) ~ Poisson(2.5)
— Siis

2
P{A(t+30) - A(H) =2} =22-¢7° =0.257
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Esimerkki (2)

Tarkastellaan edelleen samaa jarjestelméaa.

Palvelimelle on juuri saapunut uusi yhteyspyynté. Milla todennékdisyy-
delld seuraava pyynté tapahtuu vasta yli 30 sekunnin kuluttua?

— Tarkastellaan prosessia pisteprosessina. Kahden perakkaisen tapahtuman
valiaika noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A.

Pl{r;1 -7, 230} =1-P{r;,1 —7; <30}
_o5/6030 _ -25 _( 02y
— Tarkastellaan prosessia laskuriprosessina, vrt. kalvo 29. Nyt kysymys

voidaan muotoilla: "Mik& on todennakoisyys tapahtumalle, etta seuraavan
30s aikana ei tule yhtdén yhteyspyynt6a?”

0
PLA(t +30)— A(t) =0} = %e‘” =e 27 =0.082

30




